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بيان الشاربين 
Box-and-Whisker Plot |‏ 





TT a EE‏ رد 
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N‏ یمکنك استعمال بيانات 
الشاربين لمقارنة £553 
المعطيات 4 مجموعتيّن 
من العطیات التشابهة 
کالتوسطات الشهرية 
لد حات الحرارة. 





يبن الجدولان القابلان متوستطات loya‏ 0 
درجات الحرارة على مدى 12 شهدًا لمدينة سرجنار 


مز كانون SEJI‏ 


سرجنار 2 السليمانية وسولاف 2 آذار 
دهوك. يبلغ متوسط قیم الجدول 
الأول 27.355 » بینما يبلغ متوسط 


[ حزیران 
قيم الثاني 1351.28.51 مثلنا قيم نموز 
الجدوليّن على محور الاعد اد 
لوجدنا: 
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المتو سط 
38 36 34 32 30 28 26 24 22 20 18 16 
تمثيل معطیات الجدول الاول على محور Mae YI‏ 


المتو سط 
ج ننسنپنن 68 ( نس( —L——T —1—T‏ 
34 32 30 28 26 24 22 20 18 


تمثیل معطیات ا لحدول الثانی على محور الأعداد 











لاحظ أن متوسط الجدول الثاني )28.51( يعبّر عن مجموعة قيّمه بشکل أفضل من متوسط الجدول 
الأول. لأن أكثر قيّم الجدول الثاني قريبة من التوسط. 2 حين أن أكثر قیّم الجدول الأول بعيدة عن 
المتوسط. تعبّر عن ذلك بالقول إن قيم الجدول الأول أكثر تشتتّا من قيم الجدول الثاني. 


2 الدرس 1-1 
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3 & 
هو 


estos‏ الا حصا رن Sca edidi‏ أكثر sociis‏ مجموعة معطيات تلبت 
2 الصف الحادي عشر كيف تحسب بعض فیاسات التشتّت وکیف تستعملها» مثل الدی والتباین 
والانحراف العياري. سوف تتملّم 3 هذا الدرس كيف تحسب قيمًا آخری وکیف تستعملها بالاضافة 
نشاط 

استکشاف الربیعات 

سین الجدون أدخام اس لات الشهوية das Los‏ الط ) ااا ے احوی ادن على مدق 12 0 


BIDDER 





۲۵۳۵۲۵۲۵۵۳۵ GED IEE 


1. جد وسيط هذه المعدّلات. ما النسبة المكوية للمعطيات التي تقل عن الوسيط؟ ما النسبة 
المئوية للمعطيات التي تزيد على الوسيط؟ 
2 جد وسيط المجموعة التي cales‏ من العدّلات التي L3‏ عن هذا الوسيط. ما النسبة المئوية 
للمعدّلات التي تقل عن هذا الوسيط الجديد؟ 
3 جد وسيط المجموعة التي تتألّف من المعدّلات التي تزيد على وسيط المجموعة كاملة. ما 
النسبة المئوية للمعدّلات التي تقل عن هذا الوسيط الجديد؟ 
یمکنك تمثیل ما قمت به 2 النشاط السابق كما يلي: 
وسیط النصف الاعلی وسیط النصف الادنی 
القيمة الكبرى as M)‏ الأعلى) الوسیط (الربیع الأدنى) القيمة الصغری 


| 25% | 25% | 25% | 25% | 


يسمي الإحصائيون وسيط النصف الادنی باسم EAN‏ الأدنى ويرمزون إليه بالرمز © ووسيط 
النصف الأعلى cle Y EAL‏ ويرمزون إليه بالرمز 0. أما الربَيّع الثاني © فما هو إلا وسيط 
المجموعة كاملة. من ناحية آخری. يطلق الإحصائيون اسم المدى الرْبَيْعي» ويرمزون إليه بالرمز 
IQR‏ على 0 - © . يسمي الإحصائيون قيمة متطرّفة ‏ مجموعة المعطيات كل قيمة JE‏ عن 
x IQR‏ - ۵ او تزید Q0, -15xIQR Tes‏ : 


يبِيّن الرسم المقابل آعداد المكالمات الهاتفية 

التی تلماها مركز الاطفاء 2 مدينة دهوك 

خلال 17 Lag:‏ تم اختیارها عشوائیا. 

جد القيمة الکبری والقيمة الصفری 
والوسیط والربیعین الأدنى والأعلى والدی 
والدی الربيعي لجموعة العطیات 3 الرسم المقابل. 

جد القیم التطرفة. ان وجدت. 3 هذه الجموعة. 





Jadi 
50 51 53 57 65 66 69 70 72 77 82 88 88 98 107 112 155 
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حاول 


تفکیر ناگد 
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عدد المعطيات ۰17 وهو عدد فردي مما يجعل الوسيط يساوي القيمة التاسعة أي 72 - ,0 . الربیم 
الادنی هو وسيط مجموعة المعطيات 70 69 66 65 57 53 51 50 . بما أن عدد هذه المعطيات 
زوجي (8). فان الربَيّع الأدنى هو متوسط القيمتَيّن الواقعتَّيّن ‏ الوسط أي $57 65. إذن, 

iud - 57465 _‏ ^7 من 
1 = 22719 ,0 . من ناحية آخری. معطیات الربَيّع الأعلى هي 107 98 88 88 82 77 
5 112 وعددها زوجي آیضا (8). وسيط هذه الجموعة هو متوسط القيمتيّن الواقعتیّن .2 
الوسط أي 88 و 98. اذن, 93 - 58458 = و0 . 
القيمة الکبری هي 155( والقيمة الصغرى هي 50 . الدی هو 2105 155-50 والدی الربَيّعي هو 
61-2 -93. بوسمك أن احص ما توصلت اليه كنا یلی: 


50 51 53 57 65 66 69 70 72 77 82 88 88 98 107 112 5 


| | | | | 


القيمة الكبرى الربَيّع الأعلى الوسيط الرَبَيّع الأدنى القيمة الصغرى 
IQR - 32‏ 
الدی < 105 





لایجاد القیم التطرفة. ابداً بحساب کل من Q, * 15XIQR 5 Q, 1.5 X IQR‏ 
Qj; - 1.5x IQR = 61—1.5x32 23‏ و Q, +1.5 x IQR =93+1.5x32=141‏ 
لا توجد قيمة آقل من ۰13 بينما توجد قيمة واحدة )155( أكبر من 141( مما يعني أن هناك 
قيمة متطرفة واحدة هی 155. 





جد القيمة الکبری والقيمة الصفری والوسیط والربَيّعين الأدنى والأعلى والدی والدی الربيعي 
لمجموعة المعطيات 2 الجدول أدناه. جد القيم المتطرفة. 


Oppe pe p e ات‎ TT T4 


۲۵۳۵۵۳۵۱۳۵۵ 
هل بوسعك أن تعطي تفسیرّا لوجود القيمة المتطرفة ج الثال ٩1‏ 


Box-and-Whisker Plot بیان الشاریین‎ 








27 ; 5 95 ۰ " AMA . o PME 277 le 
توزع القيم 4 مجموعة معطيات. فيما يلي بیان الشاربين‎ ALAS بیان الشاربين رسم بياني يبين‎ 


القيمة الكبرى 0 الوسيط 1 ۵ القيمة الصغری 


| |] | F | 
LI و‎ 


50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 ۳ 


32 = IQR 
105 = المدى‎ 





لاحظ أن بیان الشاربَيّن یتحدد بخمس قيّم إحصائية: القيمة الكبرى والقيمة الصغرى والوسيط 
# م2 Ê‏ هو رو e‏ 


CL 
سل‎ 














تفكير ناقد 


متل 


حاول 


تفکیر ناقد 
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أي جزء من بیان الشاربَيّن یمثل 50% من المعطيات؟ 


خطوات إنشاء بیان الشاربین 
ترتيب القيم صعودًا وحساب الوسيط والربَيّع الأدنى والربیع الأعلى. 
رسم محور أعداد يتضمن القيمتَيّن الكبرى والصغرى. 
رسم مستطيل يمتد من قيمة Qj‏ إلى قيمة +0 . 
رسم خط عمودي يقسم المستطيل عند الوسيط. 
رسم قطعة مستقيمة أفقية تمتد من ,0 إلى القيمة الصغرى وقطعة مستقيمة 


عمودية عند القيمة الصغری, ثم رسم قطعة مستقيمة أفقية تمتد من و0 إلى 
القيمة الكبرى. وقطعة مستقيمة عمودية عند القيمة الكبرى. 





© بالعودة إلى المسألة الطروحة 2 بداية الدرس. ارسم بان الشارين لمات دزحات الحرارة لكل 


الحل 


سولاف سرجنار 
یمه الكبرى 
















مصيف سرجنار 


سا 


ا ل سس 


14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 


مصيف سولاف 


EET 


جح جح سس سح 


34 32 30 28 26 24 22 
عبر استطالة الستطیل والشاربان ے بیان سرجنار عن أن درجات الحرارة ذا مدينة سرجنار 
تتفیر أكثر مما تتفیر درجات الحرارة .2 مدينة سولاف. حیث الستطیل والشاربان اقل استطالة. 
تظهر القارنة بین ose‏ الشاربیّن أن آدنی معدل لدرجات الحرارة 2 سولاف هو أعلى من آدنی 
معدّل لدرجات الحرارة 2 سرجنار. وآن أعلى معدّل لدرجات الحرارة 2 سولاف هو أقل من آعلی 
معدّل لدرجات الحرارة 2 سرجنار. 


جد تدك اه ات ار T UIT‏ یت اس TUI MES‏ 
xa‏ من هاتيّن "mi‏ ت 

2 7 ٠. 7 ۳ ri Te 5 A 
هل يمكن لبيان الشاربين أن يكون بشارب واحد؟ أن يكون بلا شاربین؟ وضح جوابك.‎ 
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© التواصل 8 owbl‏ 
أوضح الفرق بين إيجاد الوسيط والرَبَيْعَين الأدنى والأعلى لجموعة من 20 قيمة؛ ومجموعة 
من 15 قيمة. 


ماد etas‏ يبان ازن عن موه en sati‏ الت وا 


„Q3 مجموعتّي معطیات. وسيط کل منهما 7 وربیعها الأدنی 5— ,© وربَيّعها الأعلى11=‎ ÈA 


e) ©‏ موجهة 





1 0 : ` w 8 5 s QUA wg 
. ل بيئة يبِيّن الجدول أطوال 24 حشرة (باللیمتر) من نوع معين من الحشرات.‎ 


|] 





25 | 29 | 3 





۴۳۱۳۹۵۳۵۵۵۵۵ 
29 | 38 | 1 1| 25 | 7 


Li]‏ جد القيمة الصغری والقيمة الکبری والوسیط والربَيّعين الأدنى والأعلى والدی والدی 
الربيعي لهذه المعطيات. 


sd‏ إن كاتنت السموعة تحب نف | متظ مس ها ال وحودها: 





اجتماع یبیّن الجدول القابل النسب التوية للنسوة الدولة 0 1992 
العاملات ‏ عدد من الدول المتقدّمة للعاميّن 
1980 5 1992. 


كل من hil‏ 
أنشي بیان Qj‏ لعطيات كل من السنقيّن. 


قارن بين البيانين. 








© ماریه وتطبيقان 
جد. لكل مجموعة معطيات: القيمة الصغرى والقيمة الكبرى والوسيط والربَيْع الأدنى 
Eo T:‏ وه 7 Qiu.‏ 2 
والربيع الاعلى والمدى والمدى الربيعي. ثم ارسم بیان الشاربين العائد الیها. 
ØB‏ ۰42 45. ۰56 48. 59. ۰60 51 ۰54 44. 51. ۰50 44. ۰42 49: 56 
2 50 . ۰78 ۰22 ۰77 93, 27. ۰86 14. 


2,.2.3.8.2.82.8 di 
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تقدّمت 3 مجموعات من الطلاب إلى الاختبار نفسه. استعمل بيانات الشاربَيّن لدرجات 

هذه المجموعات الثلاث للاجابة عن الآسئلة من 9 إلى 12. 

TM [T] أي مجموعة كان لها أعلى الدرجات الكبرى؟‎ ED 
3 هم | ¢ مجموعة‎ 5 0 
50 60 70 80 90 0 1 


727 


٩ربکألا‎ cas t مجموعة کان لها الدی‎ c 


نين الجدول آدناه معطیات هن آطوال 24 حشرة من نوع معدن من الحشرات بالسنتیمتر. 


geren 
me[ss[si[zsss[su zs srsi]se[23]]9] EET 


عشوائية فإنهما يكونان. 





1. متنافيين عندما: جد القيمة الصغرى والقيمة الكبرى والوسيط والربيع الأول والربيع الثالث والمدى 
“Lhal o: eu PAn B)- Q,‏ 
P(A U B) = P(A) + P(B)‏ لربيعي لهده imis‏ 


A‏ غير متنافيين عندما: 
P(A B) = P(A) +‏ 
P(B) — P(A r^ B)‏ 


هل تمن هذه الجموعة دا Saa lata‏ |5( کان الجواب cai‏ فما هي تلك القیم؟ 





9 نظرة إلى الوراء 


14 كد امتوسط و الوسيظ و وال للمعطیات التالية: 16.2. cli T.‏ 14 . 8 7 19 . 13« 19 . 9, 
ذل 8 13 17. 





جد الدی والانحراف العياري للمعطیات التالية: ۰12 ۰73 11 96. 45 21, ۰16 ۰98 43 





ل نظرة إلى امام 
شیرین 2 الصف الحادي عشر وأختها زهرة 2 الصف الثاني عشر. جرى 4 كل صف 
اختيار مندوب بالقرعة. ما احتمال أن يتم اختيار زهرة وأختها شيرين Ule‏ بآن 2 الصف 
الحادي عشر 30 ÉIL‏ وطالبة و الصف الثاني عشر 25 طاليًا وطالبة؟ 
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Conditional and €&€ الاحنمال الشر‎ 


Total Probabilities 9 مه‎ 





يُمكن للمحللین السیاسیین أن 
یستندوا إلى العطیات 
الديموغرافية والاحتمال لتوقع 
نتائج الانتخابات. 


Conditional Probability الاحتمال الشرطي‎ 


تحتاج» .3 كثير من التجارب العشوائية» إلى تحدید احتمال حدت ۸ مع العلم بأن حدنًا آخر B‏ قد 
تحفق. گان تمرف احتمال أن یکون شخص اختیر عشوائیا قد اقترع للائحة 725 Ule‏ بأنه من 
محافظة السليمانية. فاذا كان B‏ الحدت «الشخص الختار من محافظة السليمانية» . و ۸ «اقترع 
الشخص للائحة 725« يستعمل العاملون 2 حقل الریاضیات الكتابة P(A/ B)‏ للتعبیر عن تحدّق 
غا ان كد کم و سم ااال اتا فرظ ا: 





إذا كان 4و8 حدئین 2 تجربة عشوائية. وكان احتمال £0 (2)8» فان الاحتمال الشرطي 
اس ام ان تا م د 





P(AnB) 


P(A/B)= "UT 


یقراً الرمز P(A/B)‏ کمایلی: احتمال A‏ اذا 3 . 











9 يحتوي كيس على 10 كرات حمراء تحمل الأعداد من 1 إلى ۰10 وخمس كرات زرقاء تحمل 
الآعداد الفردية من 1 إلى 9. جری سحب كرة من الکیس. ما احتمال أن تحمل الكرة العدد 
Late 9‏ بأنها حمراء؟ 





الحل 
فضاء الاحتمالات عند سحب الکرة هو: 


© 0 .0 .0 .© .© .© .© .© .© © .© .© .© .209 
الحدث 8 هو «الكرة حمراء» أي !40.0.0.9.0.0.0.9.0.0. 
الحدث ۸ هو «تحمل الكرة العدد 9 أي )49.9 


آما الحدث ANB‏ فهو !49 


8 الدرس 2-1 
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1 
P(AnB) 5 


— _ 15 _ 1 5 - 1 — 
P(AIB)- p — 35 7 10 وبالتالي‎ «P (An B)e —- و‎ P(B)= ينتج مما سبق: كا‎ 
15 


اذن. احتمال أن تحمل الكرة الرقم 9 علمًا Lal‏ حمراء هو -(2)4/8 . 


لا بد لك من ملاحظة أن شرط کون الكرة السحوبة حمراء قد غیر فضاء الاحتمالات بحيث أصبح 
[ © .© .© .© .© .0.0.0.0 .10 


وآن الحدث A‏ قد أصبح «سحب كرة تحمل الرقم 9) من كيس فيه 10 كرات Aa a‏ من 1 الی 10: 
مما يجعل احتمال تحقق الحدث 4 إذا B‏ احتمال اختياز الكرة التي تحمل الرقم 9 من بين 10 
كرات تحمل الأرقام من 1 إلى ۰10 أي ^ . 


تم سحب كرة من كيس فيه 10 كرات حمراء مرقّمة من 1 إلى 10 5 5 كرات زرقاء مرقمة بارقام 
فردية من 1 إلى 9. ما احتمال أن تحمل هذه الكرة الرقم 3 ale‏ بآنها زرقاء٩‏ 


57۳51777715۳571۳  )فانآلاب‎ ( الجدول المقابل توزع الأصوات‎ ox 
دة‎ S على الحافظات الخمس التي تتألّف منها |حدی ی‎ 
EE WE SENS الدول 2 الانتخایات الرگاسية. حیث گان ا لرا‎ 

c^ 


والرشح oio A2‏ الرئيسيين. 


ما احتمال أن يكون مقترع قد صوّت ois aM‏ 1ء علا أنه من الحافظة 83 








ما احتمال أن یکون القترع من الحافظة 2 وصوّت للمرشٌم 82 


الحل 


8 1 إذا كان 4 الحدث ۰ «صوت المقترع B sd m pali‏ «المقترع من المحافظة 3 فان المطلوب هو 
ایجاد احتمال تحقق الحدث le LA‏ بان الحدث B‏ قد تحقق: 0.624 <<( 2)۸۱. 


. 4 قق الحدت 8ه‎ MR 


P(AnB)- P(A! B)xP(B) 


P(B)- 9 و‎ P(ALB)- 777. غير أن‎ 
TEE 


— 1422 بو‎ 336 
P(AnB)- 3125 1422 ^ 0.108 


حاول [t‏ جد احتمال أن يكون مقترع من المحافظة 5 قد اقترع لمرشح غير المرشّحَيّن d usc.‏ 


جد احتمال أن يكون المقترع من المحافظة 1 وصوت للمرشح 1. 


الدرس 2-1 © 


CL 
سل‎ 
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Independent Events الأحداث المستقلة‎ 





تعريف الحدثين المستقلين 


s تجربة عشوائية آنهما ل اذا کان احتمال تحقق آحدهما لا‎ 2 B و‎ EE 
.P(B/A)=P(B) 5 P(A! B) 2 P(A) دو ار أو عدم تحققه. أي إذا كان‎ 





فإذا رميت مکعیی أعقاقء أخدهها xs ues]‏ آزرق. فان احتمال الحدث 4 «ظهور عدد زوجى 

z z » z 
«ظهور عدد زوجى على الازرق» او عدم تحققه. هذان‎ B على الاحمر» لا يتاثر بتحقق الحدث‎ 
وی ار نه‎ s sd] 


ماع 


[4 


إذا كان الحدثان 4 و B‏ مستقلیّن فإن P(A/B)- P(A)‏ ویصبح لدينا 


P(AnrYB)-P(A)xP(B) أي‎ P(A)=P(A/B)= m 








شرط استقلال حدثین 


TS‏ ل ل ل رن 
P(AnOB)-2P(A)xP(B)‏ 








© إذا عدت إلى التجربة العشوائية القاضية برمي مكعبَيّ آعداد. آحمر وآزرق. فما احتمال أن يكون 
العددان الظاهران على الکعبین زوجییّن٩‏ 
الحل 
اذا كان 4 الحدث «ظهور عدد زوجي على "d‏ الأحمر» و 8 «ظهور عدد زوجی على لك 
الأزرق» فان P(A)=P(B)=}‏ يما أت "nus MESI‏ فان 


P(AnB)- P(A)XP(B)- 2x7 = 





حاون رمى سامي مكعبَيّ آعداد. أحمر وآزرق ما احتمال أن يكون مجموع العددین الظاهرین 8 Ule‏ 
بآن المجموع زوجي؟ 
كاك الت من النتیجة اذا که د فضاء الاحتمالات لهذه التجربة المشوائية وحسبت هدد 
عناصره من جهة. وعدد العناصر التي تحقق الحدث ANB‏ من جهة آخری. وکونت نسبة الثاني 
الی الارل: 


كلد 
B‏ 
BG‏ 
HG‏ 
E‏ 
GB HE OH HEH GG‏ 313 


10 الدرس 2-1 
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Í —‏ بطافتین. الواحدة بعد اللخری. من بطافا 0J Kraan‏ 
ل @ سحب أحمد بطاقتيّنء الواحدة بعد الأخری, من بطاقات vm‏ 4224301922720 
اللعب. سم ۸ الحدث «البطاقة الأولى بطاقة ملك» و 8 م ا 
الحدث «البطاقة ة الثانية بطافة ملك». EFE‏ 
4 3 4567890 25 ۸ 
۷ ۷ ۷ ۷ ۷ ۷ ۷ ۷ ۷ ۷ ۷ 


أعاد أحمد البطاقة 0 إلى Pee‏ البطاقات 
bns‏ جد TERM‏ الحدث AQB‏ . 





و البطاقة قة الأولى إلى مجموعة البطاقات قل سحب البطاقة الغانيت. هل الحدتان 


dedii 


Mii d ym وتو خن وی‎ igi 8 





NE uud Úle B احتمال‎ «Q3 deant لأن البطاقة قة الأولى أعيدت إلى‎ 
الحدتین مستقلان وبالتالي‎ al يكبت‎ AF P(B/A)= = zə = 77 = = P(B) 
E. 


E‏ احتمال ا = و واحتمال PD)» 3 AR‏ لأن المجموعة. 


T وبالتالي‎ 
P(ANB)= P(A)XP(BIA)- »اط‎ 2 = 











حاول يحتوي كيس على 5 كرات بيضاء و 3 كرات سوداء. تم سحب كرتيّن الواحدة بعد الأخرى. حدد 2 
كل مرة إن كان الحدثان مستقلیّن el‏ لا 
8 الحدت ۸ هو «الکرة الاولی بيضاء» والحدث B‏ هو «الكرة الثانية سود أء»» ob Úle‏ الكرة 
الاولی أعيدت إلى الكيس قبل سحب الثانية. 
الحدت ۸ هو «الکرة الاولی بیضاء» والحدت B‏ هو «الكرة LSU‏ سوداء»» علما بان الكرة 
الأونی لم كعد إلى الکیس قل سحب الفانية. 


Total Probability الشامل‎ Jلامتحالا‎ 





نشاط 
رمت شيرين Ca Ea‏ آعداد. آزرق وأحمر. fas‏ الشكل التالي فضاء الاحتمالات لهذه التجربة 
العشوائية. اذا کان بك الحدث «مجموع العددين الظاهرين يساوي «X‏ اجب عن کل مما isla‏ 


الدرس 2-1 11 
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Ab 
MU 





HH 
BH 
2 
HG 
EH 
Hmmm HE ۱۵ 
Ag Ag التالية على صورة مجموصة: رف يذ رك عل بش بش‎ sla ME اکتب كلا من‎ 1 
.1 ور ورا ورك جد احتمال کل حدث. تحمّق من أن مجموع احتمالاتها يساوي‎ 
بين أن أي حدئین من الاحداث السابقة متنافیان.‎ 2 
بين أن أي مخرج ممکن لهنه التجرية العشوائية ينتمي إلى حدث واحد من الأحداث السابقة.‎ 3 
يزيد على 5» وجد‎ Y «مجموع العددین الظاهرین‎ : B اکتب. على صورة مجموعة. الحدث‎ 4 
EUR اعمال‎ 
BAA, يه 8 ؛‎ BAA BO, من الأحداث التالية على صورة مجموعة‎ SI اكتب‎ 5 
جد احتمال كل‎ . BOA BOA; ؛‎ BNA, BAA Be Ag BAA, ۸۸ 
منها.‎ 
. P(B) تحتّق من أن مجموع الاحتمالات 3 السوال السابق هو‎ 6 
بالاستناد الى التشاط السایق, فان بوسمنا ان نکتب‎ 
يدم 8)م -(8)م جل‎ )+P(BAA,)+...+P(BAA) 





العلاقة السايقة هى als‏ عاسة من خانين الاجتمال الشافل. 





قانون الا حتمال الشامل 


2 


اذا کانت ل مخرج من مخرجاتها 
واحدٌّا فقط من هنه الأحداث, راذا كان B‏ حدقا من آحداث التجربة العشواثية فان: 
( بش )ص +... +( يم م )۳ +( بل م )۳ - () ۲ 





ال © تقدّم 60% من طلاب الصف الثاني عشر من اعدادية رزکاری إلى امتحانات الفرع العلمي. وتقدم 
الباقون إلى امتحانات الفرع الادبي. كانت نسبة النجاح #7040 الفرع العلمي و 60% 2 الفرع 
ادب شتير ظا اب ca Es‏ ات الكاتى هشر Les.‏ ما اال ان يكون ها الظالب 
SAU‏ 


الحل 
سوف نستعمل الأحداث التالية: 

S‏ : «تقدّم الطالب إلى امتحانات الفرع العلمي». 
aaa : L‏ الطالب إلى امتحانات الفرع الأدبي». 
4 : «نجح الطالب 2 امتحان الثانوية «Aaa‏ 


2 الدرس 2-1 


CL 
سل‎ 
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الواضح أن كل a‏ من مُخرّجات هذه التجربة العشوائية يحقق أحد الحدثَيّن 5 أو L‏ ولا 
ی PUR‏ ان أن نستعول قاتون الاحقيال انشا 
P(A)=P(ANS)+P(ANL)‏ 
غير أن 
2042 0.60.7 -(5/ م )م P(ANS)= P(S)x‏ 


P(AnCL)2P(L)xP(A/L)204x0.6 2024 


P(A)2 P(ACS)4 حلم )م‎ L) 20424024 = 0.6 







ل السالة Leto‏ طط رة 


P(A/L)=0.6 


حاول 65% من طلاب ثانوية صلاح الدين من الصبيان والباقون من البنات. 80% من البنات يهوين 
الطالعة و 5596 من الصبيان يهوون المطالعة. تم اختيار أحد المنتسبين إلى الثانوية عشوائيًا. ما 
ds‏ ان کون من الكتير ( او اتخرت )مث هزاة dale C dnd Salta‏ شحرة لتقن اسلا 








© التواصل 8 الرياهنيات 


أوضح الفرق بين حدثين متنافیین وحدثين مستقلين. 


a) ©‏ موجهة 


8 ۸و 8 حدنان 2 تجربة عشوائية. P(A)=}‏ و +4-(8)م و P(AnB)-i‏ 


جد P(A/B)‏ . هل الحدثان مستقلان؟ وضّح جوابك. 





۸و B‏ حدثان مستقلان 2 تجربة عشوائية. P(A)202‏ و P(B)203‏ . جد 


P(AoB) |>|  P(AnB) P(AU B) P(An B) 


الدرس 2-1 13 
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© نماريه وتطبيقات 


63 ۸و 8 حدثان 2 تجربة عشوائية. P(A)=}‏ و P(B)=}‏ و .P(ANB)=}‏ 
جد (2)4/8 و .P(B/A)‏ 








رمی سعید قطعة نقود معدنية ثلاث مرات متتالية. جد الاحتمال الاختباري P(A/ B)‏ 
حيث: 4 : «ظهرت الكتاية أكثر مما ظهرت الصورة» و B‏ : «ظهرت الكتابة 2 الرمية الأولى». 


3 4و8 حدثان 2 تجربة عشوائية. 0.5 -(2)4 و 0.3-(2)8 و .P(AAB)=0.15‏ 
جد Ja. P(A/B)‏ الحدثان مستقلآن؟ وضّح جوابك. 


صناعة تملك شركة الفرات لإنتاج المصابيح الكهربائية 3 مصانع. ينتج الأول منها 40% 
من مجمل ما تنتجه الشركة eias‏ كل من المصنعَيّن الباقييّن 30% من مجمل الإنتاج. من 
ناحية أخرىء تبلغ نسبة المصابيح غير الصالحة 0602 من إنتاج المصنع الأول و 1596 من 
إنتاج المصنع الثاني و %01 من إنتاج المصنع الثالث. اختير مصباح عشوائيًا. ما احتمال أن 
يكون هذا المصباح غير صالح؟ وما احتمال أن يكون من إنتاج المصنع الثالث 2 حال كونه 
غيرضاك؟ 


رياضة يلعب فريق السلام لكرة القدم 70% من مبارياته داخل العراق. والباقي خارجه. 
احتمال فوز الفريق ب2 الداخل هو 0.6 و2 الخارج 0.5. سيلعب الفريق مباراة 2 الأسبوع 
القادم. ما احتمال فوزه؟ ما احتمال أ تكون المباراة داخلية 2 حال فوزه؟ 





يُتابع 150 Ula‏ دورات تدريبية 2 حل التعارين تسس | اممو 
العلوم والرياضيات ويمارسون خلال | علو 
فترة التدريب 3 أنواع من الأنشطة: 
حل التمارين» والقاء الدرسء وكتابة 
التقرير. 





هل الحدثان «يتابع دورة الرياضيات» وديحل التمارين» م 
هل الحدثان «يتابع دورة العلوم» و «یکتب التقریر» CP EY NE.‏ 


ف نظرة إلى الوراء 
رمى دانا مكعبّي أعداد. ما احتمال أن يكون: 
مجموع العددين الظاهرين 12؟ 
أحد العددَيّن الظاهرَيّن على الأقل فردیا٩‏ 


أحد العددین الظاهرین على الاقل أصغر من 83 





4 الدرس 2-1 
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O‏ نظرة إلى امام 


مدن الحدول ادناه درحات عد د عن اللومتحين لكلية اتب مياراة الديخول» كل الحدون 
بإيجاد معدّل درجات كل منهم. Gle‏ بأن تثقيل الدرجات 2 الباراة هو كما یلی: 
الرياضيات: 3 العلوم: 4 اللغة الانکلیزیة: 2 A a Ll‏ الكردية: 5 
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الأهداف 


8س نموذ حا تال اليل 


مجموعة من المعطيات. 
e‏ یستعمل النماذج یه 
للقيام بتوفعات. 
المهفردات 
Vocabulary‏ 
الانحدار Regression‏ 
الارتباط Correlation‏ 
x‏ معامل الارتباط 
Correlation coefficient‏ 
المستقيم الأفضل تمثيلاً 


Line of best fit 





6 الدرس 3-1 
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Linear Models النمادج الخطيكة‎ 
NT ۱ 5 7 / — يا‎ 2 


يبدو 2 بعض الاحیان أن 





مجموعه من العطیات هي 
تقريبًا قیم لدالة خطید. لو 
استطعت تحدید هذه الدالة 


توقعات تتعلق بموضوع هذه 


يُصدر صرصار الصنوبر صوته عبر حف جناحیه الواحد بالآخر. تزداد قوة هذا الصوت بتزاید 
سرعة حف ال جنحة. وقد لاحظ العلماء أن سرعة هذه الحركة تزداد بارتفاع درجات الحرارة مما 
یمکن من تحدید درجة الحرارة بالاستماع إلى آصوات هذه الحشرات. یبیّن الجدول آدناه معطیات 
عن آصوات هذه الحشرات (بعدد الترددات ذ الثانیة) التي تم تسجیلها عتما اتخذت درجة 
الحرارة 15 قيمة مختلفة. Xp-‏ 


aT e Te Tis De [s [9 D [6 pr s o D [9 [ t 
76 | 84 | 81 | 83 | 80 | 83 | 69 | 2 75 | 81 | 8 03 








درجة الحرارة 89 72 4 70 


هل تستطيع تقدير درجة الحرارة اذا عرفت قوة صوت الحشرات ) بعدد الترددات 2 الثانية )6 


Regression التراجع‎ 





يواجه الإنسان كثيرًا من المسائل التي تتناول متفیرین إحصاتيَيّن يتأثر أحدهما بالآخر كما 2 
المسالة السابقة. رطان الإحصائيون اسم التراجع Regression‏ على دراسة مثل هذه العلاقة 
Ls‏ فا من معطیات محر دق 


يستعمل الإحصائيون النقاط البيانية Scatter Plot‏ لمحاولة فهم الملقة نو ردن وا نجاهها 


ومدى قوتها. ويتم الحديث عن الارتباط Correlation‏ للتعبير عن قوة العلاقة بين متغيرين 
واتجاهها. 





ارتباط موجب dal I‏ سالب Y‏ ارتباط 
ميل موجب ميل سالب 


يقيس الإحصائيون مدى تمثيل نموذج خطي لمجموعة من المعطيات بواسطة عدد 7 يسمّونه معامل 
الارتباط .Correlation coefficient‏ 
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متال 


. الطريقة البيانية Graphic Method‏ تقوم على إنشاء النقاط البيانية التي تمثل جدول العطیات 


معامل الارتباط Correlation Coefficient‏ عدد .—l]<r<1‏ 
Va‏ کان ۶1 ola.‏ النقاط البيانية التي تمثل مجموعة العطیات تشکل مستقیمّا موجب dal‏ 

اذا كان r=0‏ فلا ترابط بين التغیرین. 
ola ۳-1 ol 13‏ النقاط البيانية التي تمثل مجموعة العطیات تشکل مستقیمّا سالب da‏ 


یستعمل الإحصائيون آنواعا مختلفة من الدوال 2 محاولة وصف العلاقة بين متفیرین. الا آنهم 
یولون اهتمامّا کبیرا لاستعمال الدوال الخطية 2 هذا الجال. خصوصا اذا أظهرت النقاط البيانية 
ترايطا a‏ تا البيانية اد ای رت ایا وی هذا RON‏ 
التراجع الخطي Linear Regression‏ إذا ارتبط متغیّران بعلاقة خطية قوية. انيت مەل 
الستقیم الأفضل تمثیلاً ]13 Line of best‏ للتعبیر عن العلاقة واجراء توقعات. 

هناك طرائق مختلفة لایجاد الستقیم الأفضل تمثیلاً للعلاقة بين متغيّريّن احصائیین: 


. طريقة التربیعات الآقل Least Squares‏ هذه الطريقة هی الاکثر دفة, لکنها calla‏ كمية كبيرة 


من الحسابات او استعمال التکنولوجیا. 





ورسم مستقیم بحیث یکون الأقرب إلى مجمل النقاط. 


. طريقة مستقیم ماير Mayer Line‏ تقوم على قسمة العطیات إلى قسمین متساویین تقریبا 


وتحدید نقطتيّن ad‏ کل Lagia‏ قسمّاء ثم اعتماد الستقیم الذي يمر 2 هاتيّن النقطتيّن على أنه 
المستقيم الأفضل تمثیلا. 


. طريقة الوسيطات Median-Median‏ تقوم على تقسيم مجموعة المعطيات إلى ثلاثة أقسام 


وتحديد ثلاث نقاط تمثل كل منها قسمّاء ثم اعتماد المستقيم الذي يمر .2 النقطة الثانية ويوازي 
الستقیم ادار 2 النقطتيّن اللتَيّن تمثلان القسميّن JIN‏ والثالث. 

سوف نتعلم © هذا الدرس الطريقة البيانية وطريقة مستقيم ماير وطريقة الوسيطات تخفیفا لعبء 
القيام بحسابات معقّدة. وعليك VÍ‏ تنسى أن نتائج هذه الطرائق هي نتائج تقريبية. 


Graphic Method الطريقة البيانية‎ 





تطبيق على علم الا جناس البشرية 

يستعمل عالم الأجناس البشرية طول عظم العضد. الذي يصل الكتف بالمرفق أو الکوع لدى المرأة, 
ليقدّر طولها. يظهر الجدول التالي بعض المعطيات عن أطوال عدد من النساء (بالسنتیمتر) 
وأطوال عظم العضد لديهن (بالسنتیمتر). أنشىء نقاطًا بيانية تمثل معطيات الجدول مستعملاً 
طول عظم العضد كمتغيّر حرء ثم جد معادلة المستقيم الأفضل تمثيلاً لهذه المعطيات. كم سيكون 
طول 5l yal‏ طول عظم عضدها 37cm‏ 3 
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طول عظم العضد عند عدد من النساء 








۳۱۳۰ ۳۱ ۱ ۳ | "مر 
40 





99 الخطوة 3 تعيين نقطتيّن على هذا المستقيم. 
اختر النقطئَيّن )110 ,14( 5 (32,160) . 


D.‏ الخطوة 4 إيجاد معادلة المستقيم الذي يمر 2 هاتين النقطتین. 
جد معادلة المستقيم الذي يمر 2 النقطتین )14,110( و )32,160( . 


-_ 2 y1 
yc x su) 
y- 110-100-19 سين لاد‎ 14( 
y=2.78x+71.11 
2 37 عوض عن × ب‎ 37cm لكي تحسب القيمة المتوفّمة لطول امرأة بلغ طول عظم عضدها‎ 
معادلة المستقيم الأفضل تمثيلاً.‎ 
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y=2.78x+71.11 


y=2.78x37+7.11 
y=173.97 
174cm أي حوالي‎ 


حاول دراجات One‏ الجدول أدناه معطيات عن عدد الكيلومترات التى قطعها عدد من المتسابقين بدلالة 
الزمن ( بالساعة) خلال مبارة لسباق الدزاجات. جد معادلة المستقيم الأفضل تمثيلاً لهذه 
المعطيات. كم سيقطع متسابق خلال زمن مقداره 11 ساعة؟ 


سباق الدراجات 


EEPE PE |:| | : | : | 1 ١ وسهم|]‎ 
09737090] 75| per sepe 77| 71| 0| 25 | 9 oem sc 





Mayer St.line palo e auro 


ات ل © تطبيق على الأحوال الجوية 


تقع مدينة آکرون. 2 آمریکا. ومدينة ولنكتون 4 نیوزیلاندا. على المسافة نفسها من خط الاستواء. 
الاولی 2 النصف الشمالي للكرة الارضية والثانية 2 نصفها الجنوبي. يتضمن الجدول أدناه 
متوسطات الدوحات انلیا تلحر انش كل من الد ن هلى dian‏ 12 شهراء 5l‏ قاطا ماد 
لتمثل معطیات الجدول. کم سیکون متوسط درجات الحرارة 2 ولنکتون عندّما یکون هذا التوسط 
5 أكرون؟ 





متوسطات الدرجات العليا للحرارة (على سلّم فهرنهايت) p‏ 
كلق ان ا ل لحك شك epope e‏ 
8 57 ۱ 48 | 59 | 70 | 78 | 92 | 80 [ 78 | 61 | 49[ 
epepspsisis]se[spe]s[e[s-‏ 








© الحل 


الخطوة 1 ael‏ ترتيب المعطيات وفقا للقيم المتصاعدة للمتغير الحر. 


۳ 1۳ [7 [7 o a e [8] [7 [5 m9 — 
50| 52| 5 | 55| 5 | 7 | © | » | ©6 | » | © | 7| s — 


QU‏ الخطوة 2 اقسم هذا الجدول إلى جدولَيّن متساويّيّن ‏ عدد الأعمدة. 


sIe[wDISI-IeNIS[sDISISIS[ m5 








EXEIEJEREIER EJEIEAEJEIEINE- UA 


2. التابع»‎ m p REPE " Lau cade si pl 
القسم الثاني من الجدول.‎ 


yes 01-07-64 34-03-00 02 — 64.16 و‎ xe 3111311 38 AME 29 — 44 


TS 800182 - 74‏ 131 1ل خلة = ير $ 4 3201 231530333 y)‏ 
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9 الخطوة 4 جد معادلة المستقيم الذي يمر 2 النقطتین Ga Y‏ و )32 ,جد) . 
معادلة المستقيم الدی يمر 2 النقطتین (xi, Y1)‏ و (X2, y2)‏ 


y-a = a-a) 
— — 54-64.16 
y—64.16 = 34-6416 (x—44) 


y=—0.34x+79.06 


© الخطوة 5 أنشىء النقاط البيانية والمستقيم الأكثر تمثيلاً. 






































EA‏ ]13 كان متوسط الدرجات العلیا للحرارة ے اكرون 65 درجة فمن التوفع أن يكوق هدا التوسنط د 
وللکتون 


y=—0.34x+79.06 


y2-034x6547906 | 
y=56.96 


اي 57 درجة تقريبا. 





ححاول. كروةسلة انشع ثقاطاءييانية تن معطبات الجدول e‏ عن الكرايظ ن ارين 
NEL‏ | طستقیم الافضل تا وجد معادلته. کم ودع أ يكون عدد النقاط خلال 25 دقيقة؟ 


عدد النقاط خلال فترة 


1 11 151 2[ 101 1621 11031 الك 


KIER | 5 | © | «| 7 | 2 | 2 | 5 | 6 | me 


طریقه الوسیطات Median-Median‏ 





طقال © تطبيقات مد التغنية 


یظهر الجدول أدناه معطيات عن كمية الدهون التي تحتوي عليها أحد أنواع الشطائر وقيمتها 
الحرارية. جد المستقيم الأفضل تمثيلاً. كم تتوفّع أن تكون القيمة الحرارية لشطيرة تحتوي على 17 
Lal‏ من الدهونة 


20 الدرس 3-1 
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معطيات غذائية لبعض أنواع الشطائر 








"| 3 | 5 | 2 | 5 | 2 | ١ | 5 [esee 


© الحل 
8 الخطوة 1 أعد كتابة الجدول بحيث تظهر المعطيات وفقا للترتيب التصاعدي لقيم المتغيّر الحر 
وهو كمية الدهون 2 هذه المسألة. 





معطيات غذائية لبعض أنواع الشطائر 


27 | 5 | "| 2| o | 5 | 5 [mex 
s القيمة الحرارية ( بالسعرة‎ 


الخطوة 2 اقسم هذا الجدول إلى ثلاثة أقسام يتساوى عدد الأعمدة 2 القسمين الأول والثالث 
ويكون غدد أعمدة الثانى كرا مخ الغدى الشكرك Busse M‏ القسمین الأول elits‏ 





معطيات غذائية لبعض أنواع الشطائر 





3| 15| 5| | 12| 12 | | "| 5 | 5 [mme 
[um | 390 | | 500 | 4۵ | | 255 | 375 | 200 | Gone) القيمة اتحرادية‎ 


© الخطوة 3 جد د . وسيط قيّم المتغيّر الحر. و yp‏ . وسيط قيّم المتغيّر التابع. 2 الجزء الأولء ثم 


w 


جد و ۰ وسيط قیم المتغير الحر. و (ys‏ وسيط قیم المتغير التابع 2 الجزء الثالث. 





وسيط قیم التفیر × للجزء الأول هو 1-9 ووسيط قیم المتغيّر Y‏ هو 7375 d 2. y‏ 
حين أن وسيط قیم المتغيّر × للجزء الثالث هو 15- ود ووسيط قیم المتغير هو 
0 - در ۰ 


(X3, y3) و‎ Ca. y1) الخطوة 4 جد ميل المستقيم الذي يمر 2 النقطتین‎ e 
هو‎ Q3. 3). و‎ Og, y) الذي يمر 2 النقطتين‎ d ميل المستقيم‎ 


_ 420-35-6 
15-9 ١ 


m 


© الخطوة 5 جد X)‏ متوسط قيّم المتغيّر الحر كلها و 2( متوسط قيّم التفیّر التابع کلها. 


5 + 9 +12 ۰+15 +12 10+ 21+14 15 55 


X» = 8 p 


y, = 2360+455 46042004 375 + 580 + 390 - 446 25 


۱ لخطوة 6 جد معادلة | لمستقيم الذي يمر 2 (X5, Y2)‏ وميله m‏ . 
(12.25-:)7.5- 446.25 -بر أو y27.5x4354375‏ 
تشكل العادلة التي حصلت عليها معادلة تقريبية للمستقيم الأفضل تمثيلاً لجموعة العطیات. 
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(35:35) 2. Oise عن‎ fad A S 05053. 530729 5201 D 
ارسم المستقيم الأفضل تمثيلاً.‎ . (X3, Y3) و‎ 





القيمة الحرارية لشطيرة تحتوي على 17غرامًا من الدهون هي 
y=7.5x+354.375‏ 


y=7.5x17+354.375 
y=481.875 


أي 2 سعرة حرارية 5 تقرییا. 





حول نين الجدول عات عن thes Eoo‏ وال اسا القى ی ارة piste‏ 
لتر من الوقود وفقا لقوتها ( بالآحصنة). 


333 السيارات وما تقطعه يكل لتر 


pn PR bod pen p 





| القوة‎ | 
- - 
(km/l) 


ان اطا اا لقنا معطيات ds ted‏ مها Bos‏ السيارة كمتغيّر حر. ثم جد معادلة 
المستقيم الأفضل تمثیلاً لهذه المعطيات. كم ستكون المسافة التي ستقطعها سيارة قوتها 210 


Ense 
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Coefficient of Correlation معامل الارتیاط‎ 





يحتاج حساب معامل الارتباط ” إلى القيام بحسابات معقدة أو إلى استعمال التکنولوجیا. لكن يمكن 
إيجاد قيمة تقريبية لهذا المعامل بيانيا. 


لإيجاد قيمة تقريبية Jalal‏ الارتباط لنقاط بيانية. ارسم أصغر مستطيل يضم جميع هذه النقاط. 
وجد قياس ضلعه الأطول L‏ وقياس ضلعه الاقصر 4. القيمة التقريبية لمعامل الارتباط 
هى r=ż(1-£)‏ واشارته هي إشارة الترابط أي - إذا كان الارتباط سالبًاء و + إذا كان موجبا. 


هه 





ال 6 جد قيمة تقريبية لمعامل الارتباط للنقاط البيانية المقابلة. 








© الحل 
1-4 و L=35‏ والترابط سالب. إذا 


r--(1- te - [1-14 (--6 
L 35 


حاول جد قيمة تقريبية لمعامل الارتباط للنقاط البيانية أدناه. 








© التواصل 8 الريانيات 


معادلة المستقيم الأفضل تمثيلاً لمجموعة معطيات هي 3.2-12.5 < . هل الترابط بين 
المتغيّرَيّن الإحصائييّن موجب آم سالب؟ 

معامل الارتباط لمتغيّرَيّن | حصائیین هو 0.65= 7 ومعامل الارتباط لتغيّرَيّن آخریّن 
هو 2-075 «. أي المعامليّن يعبر عن ترابط آقوی. 

هل تستطیع إعطاء قيمة تقريبية لمعامل الارتباط إذا لم تظهر النقاط البيانية أي ترابط بين 
المتغيرين؟ وضح جوابك. 
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o)» ©‏ موجهة 





8 سيارات آنشخ نقاطا بيانية لتمثيل معطيات الجدول مستعملاً عدد الفالونات كمتغير حر. 
ارسم المستقيم الأفضل تمثيلاً وجد معادلته. هل يبدو الارتباط قويًا. 


المسافة المقطوعة (km)‏ 


| 87 | us [wa [me | ss | n2 | عبدانطاتونات‎ - 





ا E‏ البحدول ادناه معطياف ع مقو عل Rosa‏ الحرازة خلال سيعة Pests‏ 
قيمة فاتورة التبريد (بآلاف الدنانیر) 2 منزل جواد. 


فاتورة التبريد 2 منزل جواد 


۳۳ o | 7*4 | © | 5 | 5 | < | ee - 


| أ | آنشی نقاطا بيانية لتمثيل معطيات الجدول مستعملاً متوسّط درجات الحرارة كمتغيّر حر. 


جد معادلة المستقيم الأفضل تمثیلاً باستعمال الرسم البياني. ارسم هذا المستقيم. 





هل الارتباط بين التغیرین موجب al‏ سالب؟ هل الارتباط بيتهما قوي al‏ ضعيف؟ 


e‏ | د قدّر فاتورة التبريد لشهر متوسط درجات الحرارة فيه 40 درجة . ما دقة هذ التقدير؟ 





3 مدارس بين الجدول آدناه معطيات عن عدد المعلمين وعدد الطلاب 2 Ae‏ عشوائية من 


عدد امعلمن و عدد الطلاب 





| أ | آنشی نقاضًا بيانية لتمثیل العطیات مستعملاً عدد العلمین كمتغيّر حر. 
[os‏ جد. باستعمال طريقة مایر. معادلة الستقیم الأفضل تمثيلاً. ارسم هذا الستقیم. 


| | قدّر عدد العلمین 2 مدرسة تضم 600 طالب. ما دقّة هذا التقدير؟ 
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© نماريه وتطبيقان 
تسعير البطاقات دون مدير إحدى الفرق الموسيقية أسعار بطاقات الدخول إلى حفلات 
الفرقة وعدد الحضور. 





الحضور وفقا لأسعار بطاقات الدخول(بآلاف الدنانیر) 


08 | 250 7 | 55| 0 | ٩ | ۷۵ | 5 | 6 | اسع‎ 


As ul‏ تفاطامياتية لتمقيل معطياتك سوسیا اضر کت جر 





هل الارتباط بين المتغيّرين موجب el‏ سالب؟ هل الارتباط بينهما قوي آم ضعيف؟ 
قيمة معامل الارتباط إذا توفرت لك حاسبة بيانية. 


)8 طيران يبين الجدول أدناه آطوال عدد من الطائرات وعرض جناحيها. أنشئ d‏ نقاطا بيانية 
معادلته. 


14 5m اسه‎ len 
ج تن‎ 


113m, posmi; 
يها‎ 178m E 
aki XE 44 4 As s ^ k 


8 بين الرسم المقابل النقاط البيانية للعلاقة بين عمر 
طالب 3 المرحلة الابتدائية والزمن الذي يستغرقه ربط 





شريعل حذانف 

جد قيمة تقريبية لمعامل الارتباط. 

[ua‏ تتضمّن هذه النقاط قيمة متطرفة. جد قيمة تقريبية 
تعامل الارتباط بعد حذف هنه النقطة As ail‏ 


|E |‏ كيف تشرح تأثیر وجود هذه النقطة التطرفة على 
قوة الارتیاط. 





الدرس 3-1 25 
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یظهر الجدول obal‏ معطيات عن أعضاء فريق لاعبي الكرة الطائرة تتناول طول كل منهم 
بالسنتیمتر. وطول القدم الیمنی بالسنتیمتر. 
الطول وطول القدم الیمنی 


الطول 178 | 179 | 172 | 186 | 181 | 180 | 185 | 183 | 179 | 172 | 170 | 181 





| | آنشی تق طاابيائتة تفن میات نهیم 
S‏ استعمل طريقة ماير لایجاد معادلة تقريبية للمستقیم الأفضل تمثیلا. 


جد قيمة تقريبية لعامل الارتباط. 





© نظرة إلى الوراء 


الجدول اداد معطيات عن اداد طلاب الصف 12 الذين يشكون من 
الحساسية -2 فصل الربيع. 








| أ ] تم اختیار طالب عشوائیا. ما احتمال ألا يشكو 
الطالب من الحساسية. le‏ بأنه ذکر ٩‏ 


هل الحدثان «الطالب آنثی» و « یشکو من الحساسية» 


ل نظرة إلى امام 








—x+2y=1 32-27 <-1 
2 + 5 <-2 ۱ 27۲ ( 2 
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Algebra 


الدروس 
حل الأنظمة الخطية 
البرمجة الخطية 
ضرب المصفوفات 
مقلوب المصفوفة 








الما 2 
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حل الأنظمة الخطية يثلاثة مجاهيل 


Solving Linear systems in 3 unknowns 


یمکنك استعمال نظام من 
3 معادلات خطية بثلاثة 
مجاهیل لحل الکثیر من 
مسفن اا ssi‏ 
نظام تثقیل الدرجات ج 
مسابقة الدخول إلى كلية 
الهندسة (مثال 2( 








۳ 
3 


os‏ الست السايقة أن تحر CES CO‏ من معاد شرن s EAT EENS hs‏ ای 
مر غالا ما nus‏ الا فة sd‏ دمن d‏ معادلات لات odas‏ الأنظلمة د ,لفن Judi‏ 
حلا فحيدًا لنظام مها یجب عموما آن يكون عدد المعادلات مساويًا لعدد المجاهيل. 





لكي تحل نظامًا 3 »«3. حوله إلى نظام ۰22 ثم استعمل طرائق حل الأنظمة 22 التي تعلمتها 2 


تال © حل نظام خطي من 3 معادلات بثلاثة مجاهيل 
استعمل الحذف لحل النظام الخطي التالي: 
x-2y-3;-2 ©‏ 
© 2-2-2-7 
x-yt2;--4 ©‏ 
الخطوة 1 احذف أحد المجاهيل الثلاثة. 
2y-3z=-2‏ بر © اجمع المعادلتين @ ر O‏ 


© 2x-2y+ 7-ج‎ 
3x -2z=5 © 


28 الدرس 1-2 
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استعمل المعادلتين 9© 5 © لإيجاد معادلة ثانية بالجهولین × و .z‏ 


©0 اضرب المعادلة‎ 6©© — x+2y-3z=-2 x+ 2y—3z=-2 
في 2- واجمع المعادلة‎  —(x-y*2z--4) -2x-2y-4z-8 
. @ الناتجة مم المعادلة‎ --72-6 © 


لديك الآن نظام خطي 2 ×2: 5-:3-2| © 
|-x-7z=6 1‏ © 


اهامای تفه 


الخَظو:2 LA asa cis]‏ وحل العادله التاجحه التحصيل على قمة لجهول dll‏ احذف 


الجهول X‏ 
3x-2:-5 Em 3x-2z-25‏ © اضرب المعادد: © 
3(-x-7:-6) -3x-21z-18‏ © قي 3 واجمع المعادلة 
3- 232- الناتجة مع المعادلة @ . 
1-< م2 
الخطوة 3 استعمل احدی معادلتي النظام 2X2.‏ لتحسب قيمة X‏ 
0 ات 0 ۲ 
ض عن > بقیمته 1- . 


x=] 
y الخطوة 4 عوض عن × و > بقیمتیه‌ما 2 إحدى معادلات النظام الأصلي لتحسب قيمة‎ 


0 x+y+2z=—4 
Ee عوض.‎  ()-»42(-1)--4 
y--3 





حل النظام هو (1- ,3 ,1( 


استعمل الحذف لحل النظام التالي: 


27 2+( + رز 
1< ج + 3۷ +2 
—3x—4y+z=4‏ 


يمكنك أيضًا استعمال التعويض لحل نظام خطي 3X3‏ . هنا أيضّاء تقضي الفكرة بتحويل 


© تطبيق على مسابقات الدخول 


يخضع الراغبون يذ الدخول إلى کی ند 
اسابقة 3 مواد هي الرياضيات واللوم واللفة Em | m | 90| m [e|‏ 
الإنكليزية. لحساب مجاميع المرشّحين. تعمد . | آناد | 60 |70 | sæ‏ | 50 
اللجنة الفاحصة إلى تثقيل درجة المتسابق كل o [kis]‏ || 6 | 240 | 
مادة بثقل (عدد تضرب فيه الدرجة) قد يختلف عن ثقل درجته 2 المادتين الباقيتين. 

بين الجدول المقابل درجات 3 مرشحين 2 المواد الثلاث. ومجموع كل منهم بعد التثقيل. 
استعمل معطيات الجدول لتجد ثقل كل مادة. 





الدرس 1-2 29 
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الخطوة 1 ارمز بالمتغير × إلى ثقل مادة الریاضیات. وبالمتغير « إلى ثقل مادة العلوم وبالمتغير > 
إلى ثقل مادة اللغة الإنكليزية. اكتب نظام معادلات يعبّر عن معطيات الجدول. 


90x+60y+70z=700 ©‏ ا 
60x+70y+ 80z = 590 ©‏ درجات ل 
60y+60z=240 ©‏ درجات MA‏ 


disc‏ ان E sue xx sias‏ العادلة e‏ ان هشياو تال 20 لاصتا شاب مك د 
معادلة لا يبدل 2 الأمر شيئًا. إذا نظرت إلى العادلة الثالثةء تلاحظ آنها تسمح بحساب y‏ بدلالة ج. 
الخطوة 2 احسب التغیر y‏ بدلالة المتغير 2 باستعمال المعادلة © . 
602-0 +60 انس دا x dod‏ 
۱ 
الخطوة 3 عوض عن y‏ بقيمته 2 كل من المعادلتين 69 و ۵ . 
z)4- 70z — 700 90x+10z=460 O‏ —60(4 + :90 ۱ 
— عوض ثم بسط 


60x+ 70(4— z)4-80z = 590 60x+10z=310 Q 


الخطوة 4 استعمل الحذف لحل النظام الذي حصلت علیه. اطرح العادلة © من المعادلة (6. 
90x+10z=460 ©‏ 
60x-10z2310 ©‏ 

5 7 30x -150 © 

351a x11‏ 5 حل العادلة التى حصلت عليها. 
l 30x=150‏ 
x=5‏ 

الخطوة 6 عوض عن × بقيمته 2 المعادلة O‏ لحساب قيمة 2 . 

90 )5 (+102 0 


102-0 
2-1 





الخطوة 7 عوض عن كل من ×و 2 بقيمته 2 العادلة © واحسب قيمة ‏ . 
700 -)70(1 +60 +( 5) 90 
60y -180‏ 
y -3‏ 


الحل هو 5<یر ,3 <, 1<ج. تقل درجة الرياضيات 5 ودرجة العلوم 3 ودرجة اللغة الإنكليزية si‏ 


حدّد تثقیل کل مادة .2 مسابقة الدخول إلى كلية الطب وفمًا لعطیات الحدول آدناه. 





CL 
سل‎ 
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© التواصل 8 الریاجنیان 





النظام أدناه نظام مستحيل. هل يمكنك أن تصل إلى هذه النتيجة من دون أن تحاول حل النظام؟ 
وضح جوابك. x+2y+z=3‏ 
yr2z-3‏ 
yr2z-5‏ 
كيف تحل نظامًا Glas‏ كالنظام التالي؟ 





x+2y+z=4 
y+2z=3 
01-5 
موجهة‎ oy 8 
استعمل الحذف لحل كل نظام.‎ 
x+2y+z=8 x+2y+3z=9 —2 x+y+3z=20 
2x+y—z=4 x-3y-2z2-5 5 —3x42ycz-21 
x+y+3z=7 x+4y-z=-5 3x—2 y+3z=—9 


A 2,4! 3‏ تبيع إدارة حديقة تا خلاخة quen pcd‏ واليافعين 


جد ثمن البطاقة من كل نو" 


الدخول إلى حديقة الحیوات 


قيمة یات بان 


310 0 16:00-15:00 


92 000 18:00-17:00 





Le [o [5 js 
L3 53 





© نماريه وتطبيقان 


استعمل الحذف لحل كل نظام. 


4x--Ty—z-42 5x—6y-2z-21l Ax—y—3z-l 
-2x42y*3:--26 EJ 2x43y-3:--9 3 Ax رو‎ + 222-4 
2x—3y+5z=10 —3x+9y— 4z < 4 —3x+2y+5z=-3 

الدرس 1-2 31 
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duod‏ . مساحة عطرف ا تقوم لجنة التحكيم المتسابقين بناء على 3 معاییر: 
الوهبة والوقوف على السرح والأداء. لكل من هذه العاییر نسبة مئوية من التقویم النهائي. 
cya‏ الجدول أدناه تقویم ثلاثة متسابقین وفقا لكل معیار بالاضافة إلى التقویم النهائي لكل 
منهم. ما اللسبة المئوية من التقویم النهائي التي تعود إلى كل معیاره 


تباي | الدهية ] الوقوف على نسح 





رياضة كان لوي دامبيه الأول 2 تسجيل النقاط 2 تاريخ الرابطة الأميركية لكرة السلّة. بلغ 
بحمو اک La O‏ ول قاط وس جرح ادن وبا اس لفطل 
e Ent 2114 E >l‏ رميات التقطكين زماذة على ماس که زميات ues‏ 
ا لاحت وسل 1558 اوةه رمات الل آلا هة زنادة على قاط رمات الات نقاظ» 
كم نقطة سجل دامبيه 2 كل نوع من الرميات؟ 


يحتاج أحد المهندسين العاملين على بناء هرم مثلث القاعدة إلى حل النظام 





x+y+z=53 
3x—2y+z=69 
—x+2y—-z=—59 
EI 
ساعد الهندس علی ایجاد الحل.‎ 
22 4+77 + 32 --1 
9 4x+2y+3z=1 أي مما يلي يڏ يشكل حلا للنظام‎ 
x—yt4z--6 


ze-Lyshx-2 g--Lhyz-2Ax-2 
z=2.y=-2. x=3 اد‎ z--l y-2 x-0 


سوزان وميران وسافان ceni aic]‏ عفر وران كت عمر مهن Ci‏ الذي يقل 12 سنة عن عمر سافان. 
سوزان ۰6 ميران 3 سافان 15 سوزان 5 ميران 10 سافان 22 
س1 لت مان 17ء Glorious B e‏ سافان 19 


w+2x+2y+z=-2 
WT3x-2y-z--6 "m 
w-lo حل النظام علما‎ EE 

—2w- x * 3yct 32-6 d 1 حل‎ t 


w+4x+y—2z=-14 


2 الدرس 1-2 


CL 
سل‎ 
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9 ذر إلى الوراء 


صف كلا من الأنظمة بين مستحيل ومحدّد وغير محدد. 


7 x y-13 ۱ 
16 
28x44 y-—-12 
2x—3y--15 
á 17 
3y-2x-15 
81-24-64 
9+45 02 





o, G‏ إلى الامام 
y+820‏ 
حل بيانيًا نظام التباینات. ثم أعط 3 dali‏ تنتمي إلى منطقة الحل 2y+x<4‏ !. 


x2—6 





الدرس 1-2 33 
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Linear Programming البرمجه الخطية‎ 


الحد ائق الیرمجة 
ا لتحديد 


النياتات التى 
سيزرعونها على 





السطوح الخضراء سطوح مغطا ة بالنیاتات عوضًا عن المواد الاخری: LE.‏ الإسمنت او القرمید» 
للمساعدة على تخفيض درجات الحرارة وتحسين نوعية الهواء. 

تتآثر خيارات مهندسي الحدائق بأسعار النباتات وكمية الماء التي تلزمهاء وكمية ثاني أوكسيد 
الكاربون التي تمتصها. 

البرمجة الخطية Linear programming‏ طريقة لتحديد القيمة الكبرى أو القيمة الصفری 
لدانّة تخضع لعدد من القيود تسمّى شروط المسألة. الشرط Constraint‏ هو إحدى المتباينات 2 
مسألة برمجة خطية. 

يمكن تمثيل مجموعة الحلول التي تحقّق "e‏ ساد سد ul‏ ا 
الإحداثي تستی منطقة الجدوی (ا لحلول) 818# | Feasble‏ . 








تمثيل منطقة الجدوی بیان 

بخطط سيروان اند سا حديقة V‏ كزين فا حا على 600mm.‏ مستتن ما نو من Slot‏ 
5 ی او تقو HER‏ ای ون ی 
كل شبكة من التو صن 2500 ديثان. حب آلا نع RAI‏ اتنبكات مليون dos‏ اکتب الشرو ظط 
ومثّل Lalo‏ منطقة الجدوى. 

ارمز بالمتغيّر × إلى عدد النبتات من النوع الاول. وبالمتغير « إلى عددها من النوع الثاني. 


اكتب الشروط. ا 
x20‏ عدد التبتات لا يمكن ان يكون سالبا 


.600 m? المساحة المخطاة لا تزید علی‎ em Zeno 
.2 21 + 23: > 
النبتات لا تزيد على 000 1000 دينار‎ RS 2500x + 2500 y € 1000 000 
المنطقة التي تشكل تقاطع مختلف مناطق الحل. منطقة‎ Jil s بيانيًا كلا من شروط المسألة؛‎ (f 
الجدوى هى المنطقة التى حصلت عليها. إنها الرباعى هم‎ 
JD m .)0, 300) :(250, 150). (400, 0). (0, 0) ذو الرژوس‎ 


تحمَّق: اذا اخترت نقطة مثل النقطة )100 ,100( فسوف 
تجد أن إحداثييها یحققان جمیع الشروط. ۷ 
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x20 

حاو س مانا منطقة الجدوی للسالة التالية .J»zL5‏ 
25x45yx20‏ 
3x 42y€12‏ 


عندما تحل مسألة برمجة خطية. لا تكتفي عادة بتمثيل منطقة الجدوی 2 المستوي الإحداثي. 
عليك. # آغلب الأحیان. أن تجد قيمة المتغيّرات التي تجعل دالة بدلالة هذه المتغيّرات تبلغ قيمتها 
الکبری آه قیمنها الصفری. مثل هذه الدالة afis‏ المنفعة Objective Function‏ . 

تبعًا لنطقة الجدوی. یمکن أن یکون لدانّة النفعة قيمة کبری أو قيمة صغرى أو الاثنتان Aa‏ 
أولا هذه ولا تلك. 


مناطق محدودة ومناطق غير محدودة 


منطقة جدوى محدودة 


منطقة جدوى غير محدودة 





۱۱ 1 
ااا ا 
1 ا 
ا ا اا 
سا ات اما 


ار اس 
Lu IE‏ 

LLL LLL LELI 
3 5 5 5 ۳ 


لا 
الیل 
ال 1ك د ىك N‏ 
۵۵ 555 < 
LO NCC LINE‏ 
NL LLL NI.‏ 16 1 
LI LEN TD T PX‏ 
IN‏ لب LLL LIN‏ 





لد ال النفعة قيمة کبری وقیمة صفری. beer aout eoe) Ersten e‏ و LT‏ 








یمکن. بمساعدة ریاضیات منَقدّمة. اثبات التالی: اذا كان لدالة النفعة 4 مسألة برمجة خطية قيمة 


کبری أو قيمة صغرى. فان الدانّة تبلغ هذه القيمة عند رأس من رؤوس منطقة الجدوی. 





مبدا الراس 2 البرمجة الخطية Vertex Principle‏ 
اذا كان لدانّة النفعة 2 مسألة برمجة خطية قيمة کبری أو قيمة صفری, فان الد ال تبلغ هذه 
القيمة عند دی CM MN‏ الجدوی. 





© یشک التحكم بتلوث الهواء واحدًا 
من أبرز اهتمامات مهندس الحدائق 
سيروان. للوصول إلى ذلك؛ يعمل 
سيروان على أن تكون كمية النبتات 
التي تمتص ثاني أوكسيد الكاريون 
هي الا کبر. 
استعمل معدلات امتصاص ثاني 





CO, من‎ 8 


1 





Te. من‎ 07g e _ 


NS EN £ 

أوكسيد الكاريون ومعطيات الثال 1 M a‏ 

لتحديد عدد النبتات من النوعين النوع الأول النوع الثاني 
الدرس 2-2 35 


CL 
سل‎ 
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الخطوة 1 ارمز بالتفیر € إلى RAS‏ ثاني أوكسيد الكاربون 
التي يتم امتصاصها. استعمل x‏ لعدد الثبتات 
من النوع الاول و y‏ لعددها من النوع الثاني. 
اكتب دالة المنفعة: C=0.7x+1.05y‏ 


x20 الخطوة 2 اكتب شروط المسألة‎ 
yz0 mb ٠. 3 

مثل منطقة الجدوى. 
1.2x+2y<600 ۱ i‏ 
2500x + 2500 x 1000000‏ 





























الخطوة 3 احسب قيمة Alla‏ النفعة عند كل رأس من رؤوس منطقة الجدوی. 


0.7(0)+1.05(0) EE 


0.7(0)+1.05 (300) 


3325١‏ |(150) ۵5 1+(250) 0.7 تبلغ دالة المنفعة قيمتها الكبرى 


(1.0500+(0.7)400 عند الرأس )250,150( 





على المهندس سيروان أن يزرع 250 نبتة من النوع الأول و 150 نبتة من النوع الثاني» لكي تبلغ 
كمية ثانى أوكسيد الكاريون التى تمتصها نباتات الحديقة حدها الأقصى. 


حاون 2 حدّد القيمة الكبرى لدالّة المنفعة ر30 +25 -م 
x20‏ 


تحت الشروط التالیة: 5 . 
50+ 2.5 


3x+2y<12 
اتال © تطبيق على حلاسائل‎ 
مهرجان للخيول التزم بيستون أن ینجز -2 يوم واحد توضيب وجبات الطعام -2 علب.‎ 2 
وعمّالا غير مختصين‎ Eaa 60 000 مختصین. اجر الواحد 2 الیوم‎ Ye استخدم لد لك‎ 
أجر الواحد 2 الیوم 000 40 دینار على أن يدفع لهم کحد آقصی 000 440 1 دینار. یحتاج‎ 
بیستون إلى مختص على الأقل مقابل کل 3 غير مختصین, ولا یتوافر سوی 16 مختصا.‎ 
(AX عدد العمال من کل‎ saa Ade 18 ینجز الختص 3 الساعة 25 علبة وغیر المختص‎ 
لكي یکون عدد العلب النجزة أكير ما یمکن.‎ 
افهم المسألة‎ EU 
اعدد غير صن‎ Sud مناه لواب سن‎ 
أنشيّ لائحة بالمعلومات المهمة.‎ 


e‏ أجر المختص 000 60 دینار 2 الیوم. وأجر غير المختص 000 40 دينار 2 اليوم. 
cens ۵‏ ييشكون 000 440 515931 كجن أقصى لا جور dhall‏ 

ا ااك الساعة 25 uiuis‏ غير 2d)‏ 18 عة 

° یحتاج بیستون إلى مختص على الاقل مقابل 3 غیر مختصین. 

e‏ يتوافر 16 عاملا مختصا فقط. 


6 الدرس 2-2 
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ارمز بالتفیر x‏ الی عدد العمال غير الختصین, ویالتفیر y‏ الى عدد العكال الختضصین. اکتب 
شروط السألة ودالة النفعة. بالاستناد الى العلومات All‏ التی کتبتها. 


x20 

y20 

40000 x + 60000 y € 1440 000 
y2ix 

y X16 


dan‏ لعي ل وین سا 


ESTEE ERN E RC 


العدد المتوافر من العمال المختصين هو 16 


ارمز بالمتغيّر م إلى عدد العلب النجزة 2 الساعة. دالة النفعة هی «25+:18<. 


Z 


k$‏ حل 


ER M‏ منطقة الجدوی وحدد الرؤوس. ثم Rasa RM Sra caus‏ هنك كل زاس 


p(0.0)-18(0)«25(0)-0 

p(0,16)218(0)--25(16)- 400 
p( 
( 


p(24, 8)1-18(24 -25(8)-632 


12, 16)1-18(12)4-25(16)- 616 





























د الما ری کر )8 ,24( . على بیتسون أن يستخدم 8 عمال 


2 انظر إلى الوراء 
تاكن من أن الزوج اذرثب )8 ,24( حدق جميع شروط ATL‏ 
y >6 y20 x20‏ 
8<16V 8»0V 2۷‏ 
40000x+60000y<1440000 yzlx‏ 


40000 x24 +60000 x8 <1440000 بر‎ > (24) 


8 > ۷ 


1440000 < 1440 000V 


من النوع این بر 32 2 من الرفوف وثمنها 0 000 200 sula‏ ومن ال نع النوع m pe‏ 16 
Ma 125 000 dan. Nd d‏ بالاستناد ی قیاسات Ae là‏ المكتبة التي ند تتسع على 22 8 


يشتري ليدفع أقل مبلغ ممكن؟ 





CL 
سل‎ 


الدرس 2 
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© التواصل 8 لریاجنیان 
كيف يتم التعبیر عن شروط مسألة برمجة خطية؟ 


اذا عط را Som‏ ایا Bop M‏ 





0235-95 نماريه‎ © 
منطقة الجدوى 2 كل ما يلي.‎ Lalo مثل‎ 
۲ 22 x20 x0 
y<l 5 ار‎ yz0 3 
y20.5x-2 = «> E yX3x43 ا‎ 
ye ED (> -( + 6 FEY 


حدّد قيّم × و ر التي تعطي alls‏ المنفعة قيمتها الکبری أو الصغری. 


دالة المنفعة قيمة كبرى أم قيمة صغرى ؟ 


9 طب أسنان يعمل طبيب الأسنان ریبوار. 7 ساعات يوميًا. يُخصّص نصف ساعة للمريض 
الذي يريد تنظيف آسنانه ويتقاضى منه 000 40 دینار. وساعة للمريض الذي يريد 
معالجة لته ويتقاضى منه 000 95 دينار. يستطيع الطبيب استقبال 4 حالات معالجة لثة 
على الأكثر 2 اليوم. جد عدد حالات تنظيف الأسنان وعدد حالات معالجة اللثة اللذين 
یومنان للطبيب المدخول الأكبر. 


ex ©‏ وتطبيقان 


مثل بيانيا (JS‏ منطقة الجدوى وتحقق من صحة الحل. 








x€5 : <0 >0 ۱ 
12 ya 11) ye 10) 

y2ix-3 ys9 y24x-4 

5+ >( 2-2-7 4 + - كبر 


حدّد قیّم X‏ و ر التي تعطي دالّة النفعة قیمتها الکبری أو الصغری. 


الشروط دانّة المنفعة قيمة كبرى آم قيمة صغری ٩‏ 





8 الدرس 2-2 
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عمل ويؤمن ربحا قدره 000 40 دینار. بينما يستغرق تصنيع مروحة النوع الثانی 6 ساعات 
عمل ويؤمن ربحًا قدره 000 80 دينار. لا تتعدّى طاقة الإنتاج اليومية 15 مروحة من النوع 
الأول و 4 مراوح من النوع الثاني. ما الحد الأدنى لعدد ساعات العمل 2 اليوم التي تؤمن 
للمكسية ويا لا يقل عن 400000 جتان موی B‏ 

أي نقطة تعطي دانّة المنفعة Po -<+ y‏ قيمتها الكبرى .2 مسألة 
البرمجة الخطية التي Le‏ الشكل المقابل منطقة الجدوى فيها؟ 
R |E] p[i]‏ 
sfe] 0 |=]‏ 


























9 نظرة إلى الوراء 
احسب» بے كل تمرین, SO‏ و [4-)/. 
بو =(×) f‏ 
f(x)20.5x‏ 








2 
f(x) 4 0 


2-1 





)© نظرة إلى الأمام 


و ام FR HEN‏ 
جد محدد کل مصفو که . 


7 < E 
8 6 


-3 45 
—] 15 

] 2 -1 

4 0 1 

1 -2 3 


الدرس 2-2 39 
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Multiplying Matrices صرب المصفوفات‎ 


ی سب 4 


الصفوقات لایجاد قيمة iced at‏ 
والکلف والاریاح. 





2 الصف الحادي عشر كيف تضرب مصفوفة 2 عدد. یُمکنك أيضا أن تضرب مصفوفة‎ 2 cual 
ضرب مصفوفة .2 آخری مصفوفة تسمى ناتج ضرب الصفوفتَیُن‎ gih مصفوفة آخری.‎ 
۳ 2 تليق القاعدتان التالیتان عند ضرب مصفوفة‎ . Matrix product 
إذا كان عدد أعمدة‎ AB أو‎ AXB أي حساب‎ B يمكن ضرب المصفوفة 4 2 المصفوفة‎ * 
. B يساوي عدد صفوف‎ 4 








.mX الرتبة م‎ 
| ۱ 
ESI gus 23384 ERE 
) < 4 ار وحم لا 2 اج را‎ 2-9 0 
5.8 (caso 2 )( ۱ 7 
C D ,CD A B AB 
3x6 5 EROS UA 2x6 4 — 2x4 
(2363) الاعمدة‎ sae  فوفصلا اد عدد‎ Me IRSE 





غالبًا ما تستعمل الكتابة ,ي4 للدلالة على أن المصفوفة هي من الرتبة m Xn‏ 


اذكر ان كان ناتج ضرب الصفوفتین jao‏ أم لا. إذا كان معرّفًاء فأعط رتبته. 












Cia D, c Azs Bsa 1‏ 
تذكر التالي: لكي يكون ناتج D CD A B AB‏ 6 
ضرب مصفوفتيّن معرفًاء لا بد 2x5 5x322x3‏ قير 4x3 4x5 caa‏ 
poen nn‏ بما أن عدد أعمدة المصفوفة 4 يساوي بما أن عدد أعمدة المصفوفة C‏ 
pte MN‏ كت x‏ موی نا B‏ . فان ناتج لايساوي عدد صفوف المصفوفة D‏ 
الضرب B‏ معرف. وهو مصفوفة من فان ناتج الضرب CD‏ غير معرّف. 
الرتبة .2X3‏ 





حاول استعمل مصفوفات المثال 1 للإجابة عن الأسئلة. اذكر ان كان ناتج ضرب المصفوفتين معرفا أم Y‏ 
اذا كان معرّفًاء فأعط رتبته. 


DB |t. DC | اب‎ 1۱4 


0 الدرس 3-2 


9 











متال 
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كما استعملت النظر لتجد عدد آعمدة الصفوطة و لتجد عدد صفوف المصفوفة B‏ 


لحساب العنصرر۴ E.‏ الصفوفة 
دن لاه ایا HUI‏ تا 


iles 2 
be Od DODA 


35+47 6۵ 


2 العمود رمن المصفوفة B‏ ثم اجمع | beso 1x64-2x8‏ ۱ 


e +a, d, a c +a, d, 


11 1 dia 04 9 l 
D-5 0 B= F ۱ ۸-| 5 : استعمل الصفوفات | ر‎ 


احسب ناتج الضرب إن كان معرفا. 
AB M‏ 
تفحّص الرّتب لكي تقرّر إن كان gib‏ الضرب معرفّا. رتبة المصفوفة A‏ هي 2X3‏ ورتبة 
المصفوفة B‏ هي 3:2 . الناتج d paa AB‏ وسوف يكون مصفوفة من الرتبة 2X2‏ . 
آرت الصف ا عن Rodas‏ فرق العموى:1 عن المصعوفة قر كما هه مين حتاف مات 
الناتج مكان العنصر ٥,‏ .2 المصفوفة ناتج الضرب B . C‏ 
5 


1 
0 4 9 46 2 
C-AB-| | ۱ ۲ 1 4 -|$ 6+402+9) 





اشرت الآن الصف امن ا اة E‏ العمود :2 من الملصفوفة UB‏ كما هومن آدناه: 
8 5 
NH-‏ 2- 
0 6 
اضوب الصف 2 من الصفوقة 24 العمود اا ين الضيفيفة 8 كما هومن CU‏ وا 


۳ 25 


A : ۶ 00-4900)‏ سس 


C-AB- |". 3 2 


5 1 
C-AB- as 1 EM 7 ze 28 (C35) 32)42(6) 
۳۳۳۹ UM. - 


WP كه هو ا‎ 8 TE ره‎ NE T 
5 E 


0 4 9 46 8 
C-AB-| | 3 4 ۳ 1۳۳ )سل‎ -3(0(+2)7(+200( 


46 28] . 
C-AB- $ A o 


الدرس 3-2 41 


CL 
سل‎ 
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Ab 
MU 





Ba 5‏ 
تفحص الرتب لكي تقرر إن كان ناتج الضرب معرفا. 
رتبة المصفوفة B‏ هي 3X2‏ ورتبة المصفوفة A‏ هي 23 . الناتج BA‏ معرف وهو 







لاحظ آن ناتجی الضرب AB‏ 


BA $‏ یختلفان عادة. ۲ 
ated‏ عرب 1 كاف مصفوفة من الرتبة 3x3‏ . 
بخاصية التبديل. 47 23 3-[ ]+50 )5(0410 — (1)3+(5)0 
4ه 13 BA-|-2(00)2-7(3) -2(4)47(3) —(9)47Q)|2|-21‏ 
 6(4)4-0(3)  6(9)—-0(2) 0 24 4‏ )3-—(6(0)40 
AD lë‏ 


تفحص الرتب لكي تقرر إن كان ناتج الضرب معرفا. 
رتبة المصفوفة ۸ هي ۰2<3 ورتبة المصفوفة D‏ هي 2<2 .الناتج AD‏ غير معرّف. 


حاول 2. احسب ناتج الضرب إن كان ذلك ممکنا. 


DA | ب‎ 80 


تستعمل المصفوفات 4 إدارة الأعمال لحساب المداخيل والكلف والأرباح. 


ل © تطبيق على إجراء الجردة 
تبيع الشركة المتحدة للتجهيزات الرياضية نوعین من 
المزالج 2 مخزئيّن. يبيّن الجدول الأول موجودات 
المخزْنَيّن من كل نوع؛ والجدول الثاني أسعار المبيع 
والكلفة والربح لكل وحدة من وحدات كل نوع. جد 
هی ید تیاعر e‏ ۰ 








استعمل ضرب الصفوفات لایجاد المداخيل والکلف والأرباح لكل مخزن. 


(10)61+(14)45 )10(58--)14(44 (10019 +1489 | ]45 44 89 ] ]10 14 
(8)61 +(7)45 (8)58+(7)44 )8(1019 +789 | |61 58 ۱119 اع 7 


c)‏ کلف مداخیل 


المخزن 1 ]1240 1196 2436 |[ 
المخزن 803 772 1575 .| 


كلفة المزالج 2 المخزن 1 هى 1196 آلف دینار و 772 call‏ دينار 2 المخزن 2. 


ناتج الضرب من جدید وحدد آرباح الخزن 2. 


2 الدرس 3-2 


CL 
سل‎ 
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Ab 
MU 





الصفو قه الريعة Square matrix‏ هي مصفوفة لها العدد نفسه من الأعمدة والصفوف. انها 
مصفوفة من الرتبة mxm‏ . القطر الرئيس Main diagonal‏ .2 مصفوفة راه الط 
الذي يصل الزاوية العليا إلى اليسار بالزاوية السفلى إلى اليمين. 

مصفوفة الوحدة Unit matrix‏ هي مصفوفة مربعة جميع عناصرها أصفار باستثناء تلك 
الواقعة على القطر الرئيس حيث آنها تساوي 1. هناك مصفوفة وحدة واحدة لكل رتبة NXN‏ 


0 


0 
مصفوفة الوحدة للرتبة 2×2 هي | oS‏ با وللرتبة 3×3 هي | 0 da=‏ 
0 


2 ضرب caasa ua‏ تؤدى مصفوقة الوحدة من رتية HP‏ 2 کرت المصفوفات دور العدد 1 2 
ضرب الأعداد. إذا كانت 4 مصفوفة مربعة من mxmg jl‏ » فان 4-۸ Al,‏ . 


5 7 — 


"nm 5 7 1 0 0 571+ 7770 5x0+7 x1 0 5 7 e 
? |-1 4۱۱0 1! |-1x1-4x0 -1x0+4x1| |-1 4| 
1 0 5 7 1x5+0x(-1) 1x740x4 5 7 , 
2 0 1۱۱-1 4 0x5-«1x(-1l 07+ 4 -1 4 
ذلك كرا را‎ el مر مد تهاگن انعر‎ ag dose تما أن من لمکم صرب‎ 
والختصيزل على قرة هذه |الصفوفة,‎ 





E‏ @ قوى المصفوفات الربعة 
تک 1 4 2 4 
3 7 1 10 0 1 
محم |2 * 775 ]2 2116© |1 r=‏ 
0 2- 3 1 1 2 20 1 0 


احسب إن كان ذلك ممکنا. 
A4‏ 
7x3«3x0] | 43 21‏ . (78<7+3)2 ] [3 7 ]31 7 2 
|-2x7+0x(-2) 230۷01 |-14 -6‏ |0 2| |20| ` 
U‏ *7 
1 4 1112 4 2 


B^-|[50-2|]50 2 
1 -1 3 1 -1 3 

22+ 45 +11 2 م‎ 4 + 4 0 + 1)-1( 2 1+ 4)-2(+ 3 
-|5 72+05 -)-2(1 5x4-0x0-(-2)(-1 5x1-40(-2)-(-2)x3 
12 +)-1( 5 +31 14 +)-1(0 + 3)1( 1<1+)-1()-2(+ 3 


25 7 -3 
-|8 22 -1 
0 1 2 


حاول 4.احسب المصفوفة إن كان ذلك ممكنًا. 
B` |T] ^ c‏ دان 


الدرس 3-2 43 


CL 
سل‎ 
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0 التواصل 8 الرياهنيات 
ما الشرط الذي ينبغي أن تحققه المصفوفتان 4 و 8 لكي يكون ممكنًا إيجاد SAB‏ 


ارو ارادا هو اکن ا a 3 [arat‏ لصفوفة | | » ۴ 





© نماريه موجهة 
اذكر إن كان ناتج الضرب معرّفاء وأعط رتبته إن كان كذ لك. 
B Aus 85 A ssa‏ وی 
استعمل المصفوفات التالية لحل التمارين من 6 إلى 8. احسب ناتج الضرب إن كان ذلك 
PA 4 2 0 7 3‏ 10 7 1- 3 0 1 
E ۱۰۵-۱ -1 3 me ina LE MEM 3 i‏ 
1 0 
pc B CA BA 3‏ 8 م 
استعمل المصفوفات التالية لحل التمارين من 10 إلى 12. احسب كل 1:338 كان ذلك 
FM 3 1‏ 
A=| + ۱.20 -2‏ 
1 1 
c 4 & 4‏ 





ew ©‏ وتطبيقان 
اذكر إن كان ناتج الضرب معرفا: وأعط رتبته إن كان كذ لك. 


Cas Ds 15 یحایر‎ A, aB 


2xl 2x3 


A 


2 
1 0 0 -2 3 4 -3 0 4 
I=|0 1 0|.0-11 -1 1| B=|7 -2|.A=|-1 
0 0 1 4 1 3 0 1 2 

c ED BA ES CA fU AB 3 


4 الدرس 3-2 











GRADE12-CHAP-2-Adabi(2)-13 2/12/15 1:10 PM Page 0 © 


استعمل المصفوفات التالية لحل التمارين من 20 إلى 23. اكتب الجواب على أبسط 3342 à‏ إن 


كان ذلك ممكنًا. 
1- 0 210 
| 27 213 2 1 
ا = 3 r‏ )|8 4 1-|-4 |1 0 7-2 1 5-۳ 9 13 0-4 
3 2 21 1 
8 ؟ o` s B‏ 


P |: 1۳ z نودم‎ ee Ec us 


26- 24 
© نظرة إلى الوراء 
احسب كل مقدار إن كان ذلك dace‏ حيث 


y.| 23 9] ; [05 083] . , [2 4‏ 
0 ۱-1 ?2 | 0 15 1۱3 و ه4_| ۲ 











AT V-T S+T 
إلى الامام‎ us ل‎ 
e s [Spas a چ معا او(‎ 4 
هړ ك‎ 








" 10| e 
ف - ۸ 2455 ايك.‎ 
:وضح جواب‎ AB ۲ IC 


الدرس 3-2 45 
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Inverse of a matrix مقلو ب الصفوق8ه‎ 


'يستعمل العاملون 2 تركيب 
الشيفرات وفكها الصفوفات؛ 
للحفاظ على سرية الرسائل. 





تستطیم تشفیر رسال باستعمال الصفوفات. یستعمل من تصل اليه الرسالة عملية معاكسة, 
لقف FUR TER‏ 

لكي يكون لمصفوفة مقلوب. يجب أن تكون مربعة. غير أن هذا الشرط غير کاف. لأن هناك 
مصفوفات مربّعة لا مقلوب لها. إذا كان ناتج ضرب المصفوفة A‏ 2 المصفوفة 8 يساوي 
مصفوفة الوحدة 1 ola.‏ 48-84-7 . 4 هذه الحالة: تسمّی المصفوفة 8 مقلوب المصفوفة 


A7 وشار لیها بالرمز‎ Inverse of a matrix A 





تحديد إن كانت مصفوفة مقلوب مصفوفة أخرى . 
حدّد إن كانت المصفوفة B‏ مقلوب المصفوفة 4. 











1 0 2 0-1 5 
B-21 0 E 1 2 | 8‏ 
مصفوفة الوحدة من الرتبة 7 4 0 2 1 و 1- 
هي المصفوفة الربعة من الرتبة ١‏ 
NETT‏ ری هت شا 100[ ۱ - 0 ]201 
0 باستثناء عناصر القطر 101-7 0۱-0 1 12۱۱2 4 |۸8 
الرئیس التي فا جمیعها 1. 001 -i 0 i‏ 4 0 2 


قمصفوفةه الوحدة من الرتبة 3 
هی 


بما آن ناتج الضرب هو مصفوفة الوحدة. قان المصفوفة B‏ هی مقلوب المصفوفة ۸ . 


-10 6 
TEE 
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SHS‏ ]نع 


بالاستناد الى ما سبق. فان المصفوفة B‏ ليست مقلوب المصفوفة 4 . 


حاول حدد إن كانت المصفوفة B‏ مقلوب المصفوفة 4 . 


-0.2 0 ۵4 إت‎ 0 2 
B-| 12 1 -1.4| 2 A=| 4 1 -1 
0.4 0 02 2 0 


يم 





مقلوب مصفوفة مريّعة من الرتبة 2 
إذا كان محدد الصفوفة| ب ؛ atia M=]‏ عن الصفر. فان لهذه المصفوفة مقلويًا 


E d —b 
“all-e a 





الأمقاوي تضفوقة فص دها سازي | لصيف 


© إيجاد مقلوب مصفوفة مربّعة من الرتبة الثانية 
جد مقلوب المصفوفة إن كان لها مقلوب. 

2 2- 
M- : 2 ER‏ 
2 2 
4 3 
بما أن محدد المصفوفة مختلف عن الصفرء فان لها مقلوبًا هو: 


1- 2- | |2- 14ا 4 ]در در 
ED E Ex‏ 


Jm] — a 2 
1 








= = 2-4-23 =2 0 












090 بين العنصرين‎ Jab 
واستبدل بكل من العنصرين‎ 
الآخرين معكوسه.‎ 





12 3 
1 
2 3 
12 3 
بما أن محدد المصفوفة يساوي الصفر. فليس للمصفوفة مقلوب. 


lA|- -1x12-2x3-0 








حاول جد مقلوب الصفوطة [SE x‏ 


تستطیع استعمال الصفوفات لحل نظام معادلات خطية. باستعمال الصفوفات تحول حل نظام 
العادلات إلى عملية شبيهة بحل معادلة خطية مثل 220 × ۰5 عن طریق ضرب کل من طر2 
العادلة 2 مقلوب العامل 5: أي 2 . 

للقيام بذلك, Ex‏ نظام العادلات إلى معادلة مصفوقية Matrix equation AX-B‏ . حيث 
يرمز ۸ إلى مصفوفة معاملات النظام. بینما يرمز × إلى مصفوفة المجاهيل Variable‏ 
matrix‏ . ويرمز B‏ الى مصفوفة الثوابت Constant matrix‏ . 


الدرس 4-2 47 


CL 
سل‎ 














مال 
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العادلة الصفوفية التي s‏ نظام العادلتین odi‏ لد r‏ 


AeX- B 


sme — — [Ht 


مصفوفة المجاهيل 





لحل المعادلة المصفوفية AX=B‏ اضرب Sis‏ من طر4 المعادلة بمقلوب المصفوفة A‏ ( بافتراض 
وجوده): A ۸ ۸ B‏ 
ë 722-۸4‏ ناتج ضرب المصفوفة ۸ في مقلوبها هو مصفوفة الوحدة / 
2-۸ 


© حل نظام معادلات ha‏ باستعمال مقلوب الصفوفة 


اکتب العادلة الصفضوفية التی تمل النظام الخطى وروا PCT‏ 
x+y=1" :‏ 


الخطوة 1 اکتب العادلة | لصفوفية التی EET E US‏ 
- لمصفوفية التي م امعادلتین 

A X =B 

1 1 |۱۰ | |8 

1 را۱۱ 2 

الخطوة 2 جد محدد مصفوقة العاملات. 

1 1 
0م« عرد 
الخطوة 3 جد مقلوب مصفوقة المعاملات. 


اد ]ماد ej‏ 


ze] B 


9H]‏ با 


الحل إذن:7-=x‏ و .y215‏ 





8 الدرس 4-2 








© التواصل 8 ue‏ 
أعط ناتج الضرب من دون إجراء ضرب المصفوفتّين. 

1 ۱-2 1 1 3/|1 OI 

E 2 ماد‎ 1] 


اذكر طريقة لاستعمال محدد الصفوفة. 
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wu ©‏ موجهه 


اعط ناتج الضرب من دون إجراء ضرب الصفوفتین. 
E‏ -| 101 | ]1-1[ 01 1 
ا | j|‏ 0 —- 1 1 3 
جد مقلوب المصفوفة إن كان لها مقلوب. 

f 4 ۴ H a E 4 E 





2 
3 


-1 


oo|-‏ ادا 


=j 2 6‏ 1- 8 9 
اکتب نظام العادلات على الصورة المصفوفية. 


Een, 5 هد‎ Ga 


2 + 3( <1 ( < 22-4 





© اریه وتطبيقات 
اذكر إن كانت المصفوفة الأولى مقلوب المصفوفة الثانية. 
1 0 0 |1- 
gm‏ ]1 0[ ]01 
bj‏ 


15 
10-1:.102-02 08 
10 





0 |0 -1 1 td 
جد مقلوب المصفوفة إن كان لها مقلوب.‎ 
bd 5 4 
E "i = ۴ 3 L 5 8 LE 


اكتب النظام على الصورة المصفوفية. 
]15 تیا یت 


2x+y=9 2y-x-6 
خطوات متعدّدة نظم نادي بابل نزهة بحرية استعمل فيها 7 قوارب من نوعیّن. كبير يسع‎ 
يعبر النظام الخطي‎ KU, 34 كان عدد التنزهین‎ une cu وصثير‎ NT EET 6J 


34 عن هذه اسا X Cu‏ عدد القوارب الکییرة. 9 عدد القوارب الصغيرة. 
x+y=‏ 


ayaa]‏ العاملات. 
اكتب النظام السابق على الصورة المصفوفية. 
جد مقلوب مصفوفة المعاملات. 
اد | حل المعادلة المصفوفية لإيجاد عدد القوارب من كل نوع. 
WA 93‏ خطأ في التحلیل WI‏ حسب كل من شوان وسافان مقلوب LE MEET‏ 
أي منهما أخطأ؟ بين الخطأ. 
© 5 


| سافان‎ ELE 


N 
هه‎ 


شوان ۱ 


سردا 





N نادم‎ 





I 
LA 








الدرس 4-2 49 
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تسلية أخبرك والدك أن 2 جيبه 5000 دينار مكونة من قطع من فثتي 50 دينارًا 5 100 
دینار. وأنه سيعطيك إياهاء إذا عرفت كم قطعة نقود معه من كل AL‏ رغبة منه B‏ 
مساعدتك, ذكر لك أن عدد القطع كلها 73 قطعة. 
استعمل مقلوب مصفوفة لتربح 5000 دينار. 

للدخول إلى حديقة الحیوانات. دفع شيرزاد 000 24 دينار ثمن 7 بطاقات للصغار وبطاقتین 
للكبار. دفع مازن 000 46 دينار ثمن 4 بطاقات للکبار 5 13 بطاقة للصغار. ارمز بالجهول X‏ 
إلى ثمن بطاقة الکبار. وبالمجهول y‏ إلى ثمن بطاقة الصفار. 

أ عبر عن المسألة بواسطة نظام من المعادلات. 

اب | هل محدّد مصفوقة المعاملات يساوي الصفر؟ ما عدد الحلول؟ 
استعمل الصورة المصفوفية ومقلوب المصفوفة لإيجاد X‏ و . 
| د | ما ثمن بطاقة الکبار؟ وما ثمن بطاقة الصغار؟ 


9 ذر إلى الوراء 





22ج رز + بر 
استعمل الحذف لحل نظام العادلات 37-6225 +2 
9-- 2 25. 5+0 - )4 - 


.€ نظرة إلى الأمام 


ارسم بیان الدانّة 2+ f(x) e — la^‏ وحدّد إحداثيي رأسه. 























الدوال 


Functions 


ey 


الدروس 
اا الحدودية ا 
دوال التغير 1 


الدوال الاسية 


الدوال اللوغاريتمية 





ات 


fa. | WS 
LE, N DNA 
qu 


uc 


Ak 
MU 





^ 0+ WA 
n Pet 2r 
T x d ^ 
لب‎ Ay RENS 
1 اه‎ du ۱ 
Ju 





1:13 PM Page 3 


2/12/15 





GRADE12-CHAP-3-Adabi(2)-13 

















الأهداف 


EB یر الرائة‎ 
الحدودية.‎ adl rure © 


ه یرس بیان الدالَة 


الحدودیة ویصف شکله. 
® يحل مسائل تتضمن دوال 
حدودية. 
o5;‏ 9 
© يميز القيم القصوى 
wes‏ 
المهردات 
Vocabulary‏ 
E‏ التكعيبية Cubic‏ 
function ۲‏ 
الدالة الحدودية 


Polynomial funtion 


درجة الدالة الحدودية 
Degree of a Polynomial‏ 
function‏ 


ستلان © 


Increasing 

Decreasing متناقصة‎ 
3 

Turning point نقطة تحول‎ 


Local 
maximum 


فيمة كبرى محلية 
فيمة صغرى محلية Local‏ 
minimum‏ 


8 وی محلية 1091 


extremum 


52 الدرس 1-3 
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الدوال الحدودیه 


Polynomial Functions 


` يُمكن للطبيب أن 
يستعمل الدوال 
الحدودية لانشاء 


نموذج لتدفق الدم 2 





دوسفنة aaa]‏ الما والحادق هشر التوان الكدلية وهی الدواق التى اكب على الصودة 
axtb‏ -() حيث #۶0 والدوال التربيعية. وهي الدوال التي تكتب على الصورة 

«el 22و <() حیث 020 . سوف تتعلّم .2 هذا الصف الدوال التکعيبية. وبصورة‎ + bxc 
الدوال الحدودية.‎ 





Cubic Functions الدوال التكعيبية‎ 


الدوال التكعيبية هي الدوال التي تكتب على الصورة وم 


0 دن + f(x)-ax?-bx^‏ حيث 4۶0 








Trot‏ ضور درال کی عا الصورة ax^ + bx? + ex? + dx e‏ - (ير)ع حيث ۰0۶0 أو على 
الصورة الأعم xta‏ بج ...جر h(x)-a,x" a,‏ حيث 40 ره . 

سین الدالة ۶ اعلاه دا له حقودته شن الدرحة aaa al‏ كنا سس رزذالة يجدودية فين 
الدرجة .n‏ 


يقيس الأطبّاء كمّية الدم التي يضحّها القلب 2 الأوعية الدموية عن طريق إدخال مادّة ملونة ك 
شریان قرب القلب بواسطة الحقن, ثم قاس کمّية هذه 3l‏ التي تنتضر 2 الأوردة. تبیّن أن الدالة 
f (1) 0.00560? — 0.221? +71‏ تشکل نموذجا لقیاس نسبة المادة اللونة ( بالمليفرام ‏ اللتر) 
4 الدم بدلالة الزمن f‏ (بالثواني مع 23 >0>1) الذي انقضی على حقن الادة اللونة. 

|[ جد قيمة f(E)‏ عند t=0‏ و £23 
صف ما تعبر عنه کل قيمة. 
الحل 


f(0)=0.0056(0)° —0.22(0)? + 2.33)0(<0 
/)3(-0.0056)3(3-0.2203(2 + 2.33(3)- 5.1612 
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ÉS‏ الكمّية )0( f‏ نسبة الادةاللونة (بالیفرام 2 اللتر) ب2 الدم عند بدء الحقن بالادة 
الملونة. أما الكمّية(3)/, ete‏ نسبة المادّة الملونة ( بالمليفرام © اللتر) 2 الدم بعد 3 ثوان من 
خساول لدی مريض آخرء كانت 31.1 0.8061 -4 4-0.09512 0.016/3- f(t)=0.000468t4‏ نموذ Ó‏ 
لقیاس نسبة المادة اللونة(بالّیغرام ‏ اللتر )2 الدم بدلالة الزمن ۲( بالثواني) الذي انقضی على 
حقن المادة الملونة. جد قيمة(1) عند 4 -<1 5 t=17‏ وصف ما TN UNT‏ کل قيمة. 


© رسم بیان all‏ تكعيبية 
استعمل الد ال 0-3-3 
آکمل الجدول القابل. 
عين» 2 الستوي الاحداثي, النقاط (x, f(x))‏ الواردة 2 الجدول. 





اج | اربط بين هذه النقاط بمنحن مناسب. 








TINT 
اج‎ EHE 
۱ 4 
EE tdt 
| | لیا‎ | | |] |] | 


جاوز استعمل GINE‏ 82+1- یر . 
آکمل الجدول القایل. 
عین. 2 الستوي الاحداثي. النقاط 
(x, f(x)‏ الواردة 9 الجدول. 
اس هو ان ال ماع ماس 











نشاط آمعن النظر 2 الدوال آدناه و4 بیاناتها. 























































































































A ^, 
4 3 
14 ۱ 
ولو‎ à 
f(x) 2100) 2 
۱ 0, X. 
» ۳ p. -4 : 2 3 
2 X +x-2 
4418 12 5 
(x)= 3x +x -7x -3x-3 
4 
kQ)o 1 x +x? - 23? - 3x h(x)2 2x? + 2x? + x-2 gQ) x! -4x-7 fG)2x?4x-2 
53 1-3 الدرس‎ 


CL 
سل‎ 






















































































9 


أكمل الجدول UA‏ عدد تحولات بیان كل 
UE‏ من الصا إلى الانجد ان ودک 
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Extremum of Polynomial Function القیم القصوی للدالة الحدودية‎ 





54 


عندما يتصاعد الرسم البياني لدانّة ثم يبدأ بالانحدار على فترة من مجالها. تتّخذ الدانّة قيمة 
كبرى محلية Local Maximum‏ -2 هذه الفترة. لكن إذا انحدر الرسم البياني للدالّة ثم آخذ 
ك التصاعد على فترة من مجالهاء فتتخن الدانّة قيمة صغرى Local Minimum asa‏ 2 


هذه الفترة. TINTE‏ 5 





اذا كان xza‏ 2 الفترة بين و X)‏ 


f(x) > f(a) ob 


یں 
هه 


قيمة صغرى محلية 


هوه هه 





إذا كان xza‏ 2 الفترة بين x,‏ و ود 


f(x) < f(a) فان‎ 





WEM‏ القصوی 


G 


تقول عن العدد f(a)‏ أنه قيمة كبرى محلْية إذا كان f(x) « f(a)‏ أيّا تكن قيمة × ب2 جوار a‏ 


مع 0 7 2 . 


2 


تقول عن العدد f (a)‏ أنه قيمة صغرى محلية اذا كان Gl f(x)» fla)‏ تكن قيمة × 2 جوار a‏ 


sH مع‎ 


تقول عن العدد f(a)‏ أنه قيمة قصوى محلية إذا كان قيمة كبرى محلية أو قيمة صغرى 


محلية. 


هو 





آمعن النظر 4 الرسمَيّن البيانييّن أدناه. لاحظ أن الرسم البياني قد يكون متصاعدًا أو منحدرًا. 
نقول عن الدالّة آنها متزايدة على فترة من مجالهاء إذا كان بيانها متصاعدًا ضمن هذه الفترة. 
كما نقول عن الدالة آنها متناقصة على فترة من مجالها. إذا كان بيانها منحدرًا ضمن هذه 


الفترة. 
نقطة تحوّل 


fx) |- - 


f(x4) 





X1 X2 


إذا كان ,> عر -2 فترة التزاید. ob‏ 
fo) > fx)‏ 





اذا كان Xx, €x,‏ 2 فترة التناقصء فان 


f)» f(x) 














مقاال 





GRADE12-CHAP-3-Adabi(2)-13 2/12/15 1:13 PM Page 6 


Ab 
MU 





ا نقاط البيان العائدة الى القيم القصوى المحلية نقاط تحول .2 مسار الدالة. فالدالة تتحول 
عند مرورها بهذه النقاط من التزايد الى التثاقص آو بالعکس. 

EE HEUTE الدالة من الدرجة الرابعة فلها‎ Lii ااك قط تحول علی الأکثر.‎ alat 
عدد نقاط التحول للدالّة الحدودية من الدرجة 7. هو 7-1 على الأكثر.‎ gla dale الاکثر. بصورة‎ 





تزاید الدوالٌ وتناقصها 


Jo عددان -2 فترة من مجال الدالة‎ x, 5x, 


تكون الدالة متزايدة 2 هذه الفترة إذا حققت الشرط آدناه: 
ME I3‏ د فان ( fo (> f(x,‏ 
تکون IE‏ متناقصة 2 هذه الفترة اذا حفقت الشرط ادناه: 


۳ كان,< > en‏ فان( ر) <( ) [ 





© تحص البيان المقابل aan‏ 51 01 5 ۱1 ۲1 
i 9 f(x)2 03x? -045x? +1.8x+1‏ 
كم عدد نقاط التحول لهذه الدالة؟ 
كم عدد القيم القصوى المحلية؟ وما نوع كل منها؟ 
جد كل قيمة قصوى محلية وقيمة × العائدة إليها. 
| د ] حدّد فترات تزايد هذه الدانّة وفترات تناقصها. ۳ وها ل 0 


.| با 111 
الحل | ۱۱۲۱۱۱ 1 


. )1, 2) كما هو ظاهر 2 بيانهاء نقطتا تحول:الأولی هي (2- ,2-) والثانية هي‎ cad oU 


اك | ها تن وان نان واحدة كبري هقد (1,2) isto‏ مخرى غنوه ,ف 








اج | القيمة القصوى عند (2- ,2-) قيمة صغرى محلية. هي تساوي 2- وقيمة x‏ العائدة إليها 
هئ < یز . والقيمة القصوى عند (2 ,1) هي قيمة كبرى محلية تساوي ۰2 وقيمة x‏ العائدة 
الیها هي 1-1 . 
| د | تتناقص الدانّة عندما تكون قيمة × JI‏ من ۰-2 أوعندما تكون أكبر من 1. بينما تتزايد 
عندما تكون قیم × بين 2- و 1. 
حاون تفحّص البیان القابل للدالة<- ۶6-0337 ld‏ | ۱ ا 
MEN T‏ ۱۰ ۱ :۱ ۱ 1 
| أ | كم عدد نقاط التحول لهذه الدالة؟ [HT‏ 
e‏ كم عدد القيم PTET iesta dett‏ 


NM 

AN A k Dl. ll 

|ج] جدكل قيمة قصوى محلية وقيمة × العائدة إليها. ZA‏ 
د 

هل 







LLL. 

ad 
d€ 
NE 


Per‏ ايك هذه الك الد وفترات قاقصها. 


Kv 
T 
HE 


الدرس 1-3 55 


CL 
سل‎ 
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© التواصل 8 الرياضيات 
E ۱‏ ال | اا ال 
صف الد ال الحدودية للبیان القابل. ا له اا الا 
۱ ۱ ...ال ما ال 
عرف القيمة الکبری الحلية والقيمة الصفری الحلية. | | | ار | | | | | - 
m‏ 000 0 چا لام L| L1 d‏ 
VIP. storie sica E‏ ۶ ۶ ۶ 
EET‏ ل ماسلا 
سا ای poros‏ 
11 ابا ا [E‏ 
o) ©‏ »0359 
8 جد درجة كل afha‏ حدودية. 
g(x)o x^ - 3x? + 52 -2x-1 f(x)=4x? -2x?-x-1 [t‏ 
k(x)- 3x? + 2x9 - Ax^ -1 BH h(x)S 6x—Ax^ + x!‏ 


الماك اة .f(x)o x3 - 3x2 +1 all‏ 
UL oa‏ [|| | إش”,. | | ]ا 
LLLBILLLIE Ub‏ 
8 كم عدد القیم القصوى المحليةة وما نوع كل منهاة | || | | ار اه | 
BBI ۳ S‏ 
x‏ 
۳1 
E‏ 





جد كل قيمة قصوی محلية . وقيمة x‏ العائد اليها. ANHA‏ 


3 استعمل الدالة ×2- ”× - تر )رم . 
اکتا التحدول «ots‏ 
النقاط (x, f(G))‏ الواردة 
-2 الجدول. 
اربط بين هده النقاط بمنحن مناسب. 





6 الدرس 1-3 
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© نماريه وتطبيقات 
البيان المقابل هو للدالّة 2+1 - .f(x)2 x?‏ 
كم عدد نقاط التحول للدانّة؟ 
كم عدد القيّم القصوى المحلية؟ وما نوع كل منها؟ 


جد كل قيمة قصوى محلية وقيمة x‏ العائد إليها. 





حدد فترات قز اين هذه (AT aM‏ وفترات تناقصها. 





9 نظرة إلى الوراء 


أكمل الجدول لحساب قيّم الدالّة التربيعية 2-2-2 -(2)ج. ما أصغر قيمة للدالّة 8g‏ 
وما قيمة x‏ العائدة إليها؟ 














eu إلى‎ us لژ‎ e 

۱ ن الجدول آدناه الزمن ۶ بالساعة اللازم لقطع 

مسافة 600 کیلومتر. تبعا للسرعة s‏ بالکیلومتر 2 

الساعة. آکمل الجدول. واستنتج علاقة تربط بين 
رین E‏ 





الدرس 1-3 57 

















الأهداف 


7 Y 
ho O C 


ويحدد ثابته. 


$C 


ويحدد ثابته. 
d‏ 
© يكتب معادلة تغير عكسى. 


d 2 «ae £z 
يحل مسائل تتضمن تغيرا‎ 9 
3 2d ۶ 6 


چم المفردات 
Vocabulary‏ 
DS‏ 
Variation functions‏ 
EP‏ 
Direct Variation‏ 
فاع ka‏ 
Constant of variation‏ 
i‏ تسه 
Indirect variation‏ 
المحاذي العمو دي 
Vertical asymptote‏ 
الحاذی الافقي 
Horizontal asymptote‏ 
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دوال التغير 


Variation Functions 


يُمكنك استعمال دوال 
ا عدد 


الأشخاص الکا 2 
لا نجاز مهمة مثل بناء 
منزل 2 وقت E.‏ 





غالبا ما ترتبط کمیتان بعلاقة تفیر. بحيث يُحدد تفیر قیم |حداهما تغير قیم الأخرى. فالزمن 
اللازم لقطع المسافة بين أربيل وبغداد مثلاً يرتبط بسرعة السيّارة التي تسیر من أربيل إلى بغداد. 
bsec Ud‏ ره الزمن قلت السرعة. تمرف مثل هذه العلاقات ما يُسمّى دوال 
التغیر. سوف تتعلّم 2 هذا الدرس نوَیّن من دوال التفیر: دوال التغيّر الطردي ودوال التغیر 
العكسى. 


+. 


Direct Variation لطر دي‎ | 2 ۱ 


رفظ رانء ور سلاف شیر as jio‏ 5ا كانه سا أحدهما إلى الآخر asit‏ سين أن إذا 
كان Md die Z=k‏ ۸0 عدد حقيقي معين. فالمسافة التي تقطعها سيارة تسير بسرعة 
anb‏ 1101080/۳ ت” تتفیر طردا بتفیر الزمن. فاذا ازداد الزمن ازدادت المسافة وإذا قل قلّت. 








دوال التغیّر الطردي 
تقول عن f(x) alla‏ انها alla‏ تغیّر طردي اذا کانت معادلتها علی صورة 
J (x)= kx‏ 


w :‏ 
k eu‏ عاك حفيقى مختلف عن 0. cu‏ التغیر. 





تعطي إحدى الشركات دورات خصوصية لتعليم قيادة السیارات. فإذا أعطت الشركة لأحد 
المتقدمين 8 cile La‏ 2 الأسبوع الأول وتقاضت 000 240 دینار. وأعطت 2 الأسبوع الثاني 

1 ساعة. كم تقاضت 2 الأسبوع الثاني ob le‏ ما تتقاضاه الشركة يتغيّر طرردًا بتغير عدد 
le Laut‏ 

















تفكير ناقد 
حاول 


متال 


متال 


حاول 
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الخل 

بما آن ما تقاضاه الشركة (S)‏ یتفیر do‏ 15 بتفیر عددالساعات() » فان ثابت التفیر K‏ هو نسبة S‏ 
إلى dax‏ أن 30000- 279 3 = وبالتالي :30000 -(5):6. 

2 الأسبوع الثاني. تقاضت "E:‏ 330000 3000011 2 )11($ . آی330000 دينار. 


ماذا يمس ثابت yall‏ 4 المغال ]8 
قرر آحمد أن یقوم بجولة حول العالم سیرا على الاقدام بوتيرة ثابتة. 2 الأسبوع الاول. سار 
6 أيام وقطع 384 کیلومترا. کم کیلومترا قطع 2 الأسبوع الثاني علمّا ab‏ استراح يومين؟ 
دوال التغیّر الطردي هي حالة Ales.‏ من الدوال الخطية, 
تعرف ان الصورة العامة توالة خطية هي +02 <(۲) [ 
حیث d‏ هو الیل و b‏ التقاطع العمودي. دوال التفیّر الطردي 
هي دوال خطية تقاطعها العمودي يساوي 0. ينتج من ذلك 
أن بیان دال فر طردي هو مستقیم يمر فا نقطة الأصل: 


30000 


20000 


10000 





ارسم نات داد المثال ]. 
f(x)-30 000 x m‏ 


انظر الرسم المقابل: لاحظ أن الدانّة غير مُعرّفة عندما 
ا سال لان هذا الت و يل هيد اساهات الى 
أعطتها الشركة. €2 





ارسم بيان allo‏ فقرة «حاول» التى تلى المثال 1. 





Indirect Variation Function العکسی‎ VUES دوال‎ 


تقول عن دالّة f(x)‏ أنها دالة تغیر عكسي. إذا كانت معادلتها على صورة 
f)(=£‏ أو xyck‏ 
حیث ‏ عدد حقيقي مختلف عن 0. یسمی ] Cala‏ التغیر. 





مه »4 
جير 


agas‏ أحد فرق الكشافة بزراعة 500 شّجيرة لتحريج منطقة جرداء. در عدد الشُجيرات التي 
x z 3 .‏ اج A EA‏ 

يزرعها كل فريق من شخصين ب 10 شجيرات. 

| أ | كم ساعة تستفرق المهمّة إذا أنجزها فريق واحد؟ 

m‏ كم ساعة تستغرق المهمّة إذا أنجزها 50 فريقًا معًا؟ 

[C 3‏ كم ساعة تستغرق المهمة إذا آنجزها 100 فريق معًا؟ 

| د | اکتب ala‏ تغيّر عكسي (i‏ عدد الساعات T‏ الذي تستفرقه المهمّة إذا آنجزها x‏ فريقًا. 
استعمل هذه الدالة لحساب T(50)‏ و(100) T‏ وقارن ما حصلت عليه مع جوابي ب و ج. 


الدرس 2-3 59 


CL 
سل‎ 
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GRADE12-CHAP-3-Adabi(2)-13 2/12/15 1:13 PM Page 3 TS 





الحل 

500+10=50 . تستغرق المهمّة 50 ساعة اذا أنجزها فريق واحد. 

500-50-6 . تستفرق اا 10ساعات اذا آنجزها 50 فریقّا مغا. 

1005+ 500 . تستفرق All‏ 5 ساعات اذا آنجزها 100 فریق معا. 

]>[ لاحظ أن 5010-500 و 10x50—500‏ و 5100-500 . ينتج من هذه اللاحظة أن 
Txx=500‏ أو 300 -7. sau allo‏ العكسي هي TOL‏ 


MT ed. tf dn vaa — 500 - 1 T z:500 ات‎ 
و 7725 -(7)000 . تتوافق هاتان النتيجتان مع جوابي السؤالين‎ TG0)- 72 " 


2 e 


ب وج. 


كم كانت سرعة هذه السيارة؟ 
كم كانت سرعة سيارة قطعت المسافة بسرعة ثابتة خلال 8 ساعات؟ 


A‏ ید 
هه 


اکتب Ado‏ تفیر عکسي تن سرعة السيارة 5 . بافتراض آنها ثابتة. بدلالة الزمن X‏ 
(بالساعة) الذى استغرقته الرحلة من آربیل إلى بغداد. 


BH‏ کم كانت سرعة سيارة قطعت السافة 2 4 ساعات. le‏ بأن سرعتها كانت ثابتة؟ 


2 Inverse Function المقلوب‎ PAR 





(<< بالعادلة‎ EN المقلوب هی الدالة‎ alia 





شيخ الشکل القابل بیان ذالة القلوب. 

إذا آمعنت النظر 2 هذا البیان. تلاحظ 

الامور التالیة: 

1. یمکنك أن تحسب قيمة y‏ القابلة لقيمة X‏ 
مهما تكن القيمة التي يتّخذها x‏ باستثناء 
الصفر. مجال دالة المقلوب هو |ذن. مجموعة 
الأعداد الحقيقيّة المختلفة عن الصفر. لا ۱ 1 

2 كلما تزایدت ed‏ × تناقصت قيّم y‏ مر ۱ IM‏ ۱ 1 
عن ذلك بالقول ان الدالّة متناقصة. 

3 عندما يكون التفیر × موجبًا وتتزاید قیمه. تقترب قیّم ‏ من الصفر مع بقائها موجبة. 
تعبّر عن ذلك بالقول إن ر یسعی إلى الصفر موجيًا عندما یسعی × إلى مد . 

4. عندما یکون التفیر × ساليًا وتتناقص قیمه. تقترب قيّم ر من الصفر مع بقائها سالبة. 
ju‏ عن ذلك بالقول إن y‏ یسعی إلى الصفر ساليًا عندما یسعی × إلى - . 

5. تقترب y gd‏ من الصفر Ux Jat! aad LS‏ یتزاید ed Lala‏ فاکشر. à‏ عن 
ذلك بالقول إن المستقيم التمثل بالعادلة 0=( . أي الحور oc‏ يشكل محاذيًا 
أفقيا لبيان دالة المقلوب. 





CL 
سل‎ 
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6> كلما تزايدت القيّم السالبة للمتفیر ×. تناقصت قيّم y‏ مع بقائها سالبة. تعبر عن ذلك بالقول 
إن Y‏ يسعى إلى ioo‏ عندما يسعى × إلى الصفر من اليسار. 

7 كلما تناقصت القيّم الوجبة للمتغير ×. تزايدت قيّم Y‏ مع بقائها موجبة. تعبّر عن ذلك بالقول 
إن( يسعى إلى ۰۰+ عندما يسعى × إلى الصفر من اليمين. 

8. يتزايد مطلق قیم ‏ أكثر فأكثر كلما اتخذ التفیّر ‏ قيّمًا يتناقص مطلقها أكثر فأكثر. 
تعبّر عن ذلك بالقول إن المستقيم المتمثل بالمعادلة ۰۲0 أي الحور y‏ یشکل محاذيًا عموديًا 
لبیان دالة المقلوب. 


تن © اسم بیان اداتة J02‏ 
الحل 
الخطوة 1 آنشیْ جدول قيم. y‏ 


3 
2 





التخطوة 2 عن النقاظ الى تمل الول 
الخطوة 3 ارسم منحنيًا مناسبًا آخدًا 2 الحسبان أن المحور × 
محاذ آفقی Quat‏ وان المحور y‏ محاذ عمودى له. 


























کر s‏ ف هر وت 





الا ال 
بل لا 1 
اك ااا 

لك A‏ 
ما ما یل ها b‏ 
ایا 
— | 

a = 
IN E] 
(LL NI me | | 


5 ۱ 





حاول ارسم بيان الد ال 3-(). 





© التواصل 8 الریاجنیان 





إذا كان لديك جدول يُبِيّن قيمًا للمتغيّر × وقيم المتغيّر y‏ التي تقابلهاء فکیف تعلم إن 
هذا الجدول یم علاقة تغيّر طردي تربط بين المتغيّرَيّن؟ وكيف تجد ثابت التغير 2 هذه 
الحالة؟ 

إذا كان لديك جدول يُبِيّن قيمًا للمتفيّر × وقيم التفیّر ‏ التي تقابلهاء فكيف تعلم إن كان 
هذا الجدول یمثل علاقة تغيّر عكسي تریط بين E‏ وکیف تجد ثابت التفیر .3 هذه 
الحالة؟ 

يرتبط متغيّران ‏ و y‏ بعلاقة تفیر عكسي بحيث یکون3- عند 8=×. اشرح كيف تجد 
قيّمة y‏ عند 2-2. 


الدرس 2-3 61 
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axo ©‏ موجهة 

AG‏ يشي ما اا سعيه فقابل عمله. ف ال ات رح ماعات اش ای 
0 دينار الاسبوع الماضى حيث اشتغل 20 ساعة. 
AE‏ دنه و ردي تعر milies‏ 
اشتغل سعيد 24 ساعة هذا الاسبوع. کم سيتقاضى؟ 
قرر سعيد أن يتقاضى الأسبوع المقبل 450000 دينار. كم ساعة عليه أن يشتغل؟ 

تسیر سيارة بسرعة ثابتة على الطريق السريع من السليمانية إلى البصرة( 920 کیلومترا). 
قطعت شيرين المسافة بسرعة قدرها km / h‏ 100 . 
اكت مادا دا كدر كه ااب الزن ۶ الذى درف الرحلة یلاله Su sd‏ 


غادر شاكر السليمانية عند الساعة الثامنة صباحاء وهو يريد أن يبلغ البصرة عند 
الساعة السابعة مساء. مع توقف ساعة للغداء. بأى سرعة عليه أن يقود سيارته؟ 


حدّد إن كان الجدول (ies‏ علاقة تغيّر طردي أو علاقة تغيّر عكسيء أو لا هذه ولا تلك. 
B.:5:» E‏ 
يما p‏ 


ey ©‏ وتطبيقان 
EJ‏ تستعد فرقة المسرح الوطني لمسرحية جديدة بمناسبة عيد النوروز. یتطلب تحضير الديكور 
لهذه المسرحية 3 أيام لو عمل 2 الورشة 20 عاملا. 


ات ساد T‏ قر as‏ لهساب aed‏ الى مستت ركه ی الدكور بدلانة 
عدد العمال x‏ المشاركين 27 الورشة. 


اشتغل 12 عاملاً 2 الورشة. كم سيستغرق تحضير الديكور؟ 











2. مدير المسرح أن يتم تحضير الديكور ہے يوميّن. کم عاملا يجب أن يشاركوا‎ calla 
الورشة؟‎ 


حدّد إن كان الجدول (Les‏ علاقة تغيّر طردي أو علاقة تخير عكسى أو لا هذه ولا تلك. 


CEEE pe pepe 
DII هه‎ 





2 الدرس 2-3 











GRADE12-CHAP-3-Adabi(2)-13 2/12/15 1:13 PM Page 14 © 


تنظم رابطة خرّيجي جامعة دهوك رحلة إلى عمان يشترك فيها طلاب الجامعة. تتغيّر قيمة 
الاشتراك بالرحلة عكسًا بتفیر عدد المشاركين. سيكون سعر الاشتراك للطالب الواحد 
0 دينار لو كان عدد المشاركين 24 طالبًا. كم يجب أن يكون عدد المشاركين لكي 
يصبح سعر اشتراك الطالب الواحد 200000 دينار؟ 


9 نظيرة إلى الوراء 


9 كل حدودية‎ A 33 La 





fG)2 38 -2x* +x? +1 
g(x)22-5x- شور‎ - x? 


h(x)y5—5x?—x^* 41 





ل نظرة إلى امام 


بفردين بعد 5 ساعات؟ 





الدرس 2-3 63 
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الدوال الأسية 


Exponential Functions 


يستطيع الذین یقتنون الاشیاء 
اا 


لانشاء نموذج یمثل قيمة الأشياء 
التي یقتنونها. کالالات الوسيقية 
النادرة. 





یلص قانون مور Moore‏ . المستعمل 2 صناعة الحواسيب» على أن عدد الترانزیستورات ve‏ 
Zn‏ ما نات الحاسوي» ete sts‏ كل تسم الجدول ادناه ا عدا دا تقريبية حول كز اين ماه 
الترانزیستورات التی یتضمنها مکون Xa‏ بدایات هبه الصناعة. 


عدد الترانزیستورات 3 مکون 
|a‏ 1965 | 1966 | 1967 | 1968 | 1969 | 1970 | 1971 
so [e [oe [2o [2 | << | 6 [en‏ 


2 X2 X2 X2 Wl X2 








يمكن تمثيل النمو الذي يتضاعف كل سنة باستعمال دالّة 3 aaan‏ د الان ARTER‏ 
الدوال بالدوال الأسَية. أبسط الدوال XI‏ هي الدالّة f(x) S b"‏ حيث الأسآس b‏ عدد ثابت. 
RIT‏ التق ى الحو 

Eo الاس‎ 


f(x)2b و‎ b»0,bzl 
ن الرسم القابل بیان الدالة 24428 -(:)۶. مجال هذه‎ 
يجين امد اها هو‎ NU ERES توا هو مجموع از‎ 


O EX 












































لاحظ أن بیان الدالْة یقترب أكثر فأکثر من الحور ‏ كلما تناقصت قیم × Sessio ER sS‏ 
یمس الحور X‏ ويبقى فوقه. لأن قيمة المقدار n R ENTRE d‏ . الحور X‏ هو Sla‏ 
fo)z2* RES‏ . المحاذي مستقيم يقترب منه بیان الدالّة آکثر فأكثر كلما أصبحت 

قيم X‏ كبيرة جدا أوصغيرة جدا. 







2 العلاقة “7-28 « y‏ متغير تابع 
س ع 5 ^ 24 & 

للمتغير × » لان قيمة y‏ تحدد 

بقيمة × . 






كل f(x)=ab" alls‏ حيث ۵<0 و 1<( هي دالة aad ys‏ قيمقها اید هة 
آما إذا كان 1> ط>0 فالدانّة f(x) s ab^‏ هي دالّة تراجع أسّي تتناقص قيمتها بتزايد قيمة ‏ . 


4 الدرس 3-3 
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Ab 
MU 


هتالح © رسم بيانات الدوال الأسية 
اذكر إن كانت الدانّة دالّة نمو أَسَي أو دانّة تراجع أسّي» ثم ارسم بيانها. 
fog‏ 


الخطوة 1 ميز قيمة الأساس. 


ç ç X 






8 )30(0.8= £ 
الخطوة 1 ميز قيمة الأساس. 
i f(x) 2 30(0.8)*‏ سيا ٠‏ الدالة 
الخطوة 2 ارسم بیان L aladi‏ حدول " 


سس 





X 2 4 
105| 50 [ws aaro os [222| oo 


Xp- TE 





de 5 5 ۰ ۰ ~% rA - ۰ a E 7 5 الع‎ « ۰ J 
يمكنك تمثيل النمو أو التراجع باستعمال النسبة المئوية لهذا النمو أو التراجع. فاذا‎ 
كانت 790 النسبة المئوية للنمو أو التراجع لكمية معينة من خلال فترة زمنية محددة‎ 
مصرف. فان القاعدة‎ 2 JUI (سنة أو شهر أو آسبوع أو ساعة...). كإيداع مبلغ من‎ 
فترة زمنية:‎ f أدناه تسمح لك بإيجاد قيمة هذا المبلغ بعد‎ 


عدد الفترات الزمنية القدار الاصلی 


(۳ 2۰013( )۸ 
معدل التغیر القدار النهائي 
آساس هه الدالة الاسية هو 1+7 .2 حالة النمی ویسمی عامل النمو و 1-7 2 
حالة التراجم. ویسمّی عامل التراجع 


الدرس 3-3 65 


CL 
سل‎ 

















متال 


6 الدرس 3-3 
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MU 





تطبيق على اللاقتصاد 


العام 0 اشترى کوفند غيتارًا KaL‏ یعود إلى العام 1959 دفع ثمنه 12 
ملیون دیتار. قدّر الخبراء أن قيمته 31353 بمعدل 14% «ec‏ جد بيانيًا 
الستة التي یصبح فیها ثمن الغيتار 60 ملیون aUas‏ 
الخطوة 1 اکتب وا لة تشکل نموذجا لتغیر قيمة الفیتار. 

(4)1+7=() دالة نمو أسي 


(12)1+0.14- عوض عن a‏ بقیمته 12( وعن 7 بقیمته 0.14 
ادلم 


(12)1.14- 
الخطوة 2 ارسم بیان الدالّة باستعمال جدول قيم 


ENEJEIESESENEJ 


nap [9 هه‎ 











عيّن النقاط التي تمثل الجدول. ثم ارسم منحنيًا مناسبًا يمر .2 هذه النقاط. 
الخطوة 3 ارسم المستقيم 7-60 وقدر الإحداثي + لنقطة تقاطعه مع بيان الدالة. 
يُظهر الرسم البياني أن الاحداثي x‏ لنقطة التقاطع يقع بين 12 و 13 مما يقيد بأن ثمن 
الفیتار سيبلغ 60 مليون دينار 2 السنة الثالثة عشرة بعد شرائه. أي 2 العام 2013. 


كان هدد النعيتان Rae‏ الأسترالية 950 جوا T us‏ 108 وتر اسن عددها Caa 1296 1s‏ ¢ 
اكتب دالّة أسّية تشكل نموذجًا لهذا التزاید. ثم ارسم بيان الدالّة واستعمله لتحدّد السنة التي 
سيبلغ فيها عدد هذه الحيتان 1500 حوت. 





تتناقص قيمة شاحنة جديدة ثمنها 28 مليون دینار بمعدّل 9.590 سنویا. اکتب 
ala‏ أسّية تشکل نموذچا لهذا التناقص. ثم ارسم بیان الدانّة واستعمله لتحدّد 
السنه التي سیبلغ فیها تمن الشاحنهة 5 ملایین دینار. 
الخطوء 1 اکتب Als‏ تشکل نموذحا لتفیر قیمة Aldd‏ 
f(n-ad-ry‏ دالة تراجم أسي 
(28)1-0.095- عوض عن + بقیمته 28 ۰ وعن r‏ بقیمته 0.005 


u 1 
WE 807111111111111111110 - 28(0.905) 
LILI 


الخطوة 2 ارسم بيان الدالّة. 


CRESESESEQEIE: E 


22.93|18.78|15.38 10.32 

8 ITT == = =o — " " 
Emus 303 gods asilo عن الات ای‎ 
- HEHEHE RES 
Lade E 515 با يمر فيها. | را اس‎ 2 








CL 
سل‎ 
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الخطوة 3 ارسم المستقيم 7-5« وقدّر الاحداثي لنقطة تقاطعه مع بيان الدالة. 
یظهر الرسم البياني أن الإحداثي × لنقطة تقاطع المستقيم مع بیان الدالّة يقع بين 17 و 18ء 
مها ینید ol‏ ثمن الشاحنة سیبلغ 5 ملاييق دینار .2 السنة الثامنة عشرة يعد Ail is‏ 





حاول ‏ يتناقص ثمن دراجة نارية ثمنها ملیون دینار بمعدّل15946 سنويًا. اکتب afla‏ أسّية تشکل نموذ G‏ 
لهذا التناقص, ثم ارسم بیان الدانّة واستعمله لتحدّد متی يصبح شمنها 100 call‏ دینار. 
هناك نوع معيّن من الدوال الأسية يؤدي دورًا مهما < 
التطبیقات الاقتصادية والاجتماعية والالية.انها الدوال 
الاسية التي PPM‏ عدد نیب ر Neper‏ الذي يرمز اليه 
بالحرف الانكليزي Le‏ هذا العدد هو کالعدد 7ء 
عدد غير نسبي قیمته 
...4 287 360 235 045 459 828 281 ۰-2718 











ai‏ الدوال الأسّية التى آساسهاه الدوال الأسّية الطبيعية. نتمتّم الدوال الأسية الطبيعية 
بجميع خصائص الدوال الأسية. 


ال © رسم بيانات الدوال الأسية الطبيعية 
ارسم بیان الداثّة 2+ f(x) e‏ 
الحل 

آنشی جدول قيم لهذه الدالّة. بما أن العدد © غير نسبي, 
تقريب قيم الدانّة إلى العشر مثلا. 


و هم و ماود [ox‏ 







حاول ارسم بیان الدالة 3- fG)2e‏ 








owbl 8 التواصل‎ © 





دالة أَسّيّة یقع آساسها بين 0 و 1. هل الدالّة دانّة نمو آسي آم دالّة تراجع S rad‏ 


الد 0n cO a‏ نمو Me oa‏ تاکسا اذا سال العدد 505 
ماذا يمل العدد 92 


تل الد اة السا 351297 = / cat‏ محموصة من seed‏ ها dou‏ اة لثمو 


الدرس 3-3 67 

















68 
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2 التمارين من 4 - 12 اذكر إن كانت AHAI‏ دانّة نمو l‏ أو دالّة تراجع أسي. 


8 5 8 8 6۵ ۵ 


- 55 
= = 


مم 
‌ 


P وتطبيقات‎ oy © 


f(x)=32(0.5*) 
f(x)20.5(1.2*) 
f(x) o4(3] 
root 
fG)2 50.3) 


f(x)210 (2.7 


fo»)220) | 


(20 | 


)(<1)0.5(" 








حاسوب تتناقص قیمة الحواسیب بمعدل 3096 سنویا. اشتری كاوه حاسویا متطورا 
ب 000 765 2 دینار. قدّر عدد السنوات اللازمة لكي تقل قيمة هذا الحاسوب 
عن 000 350 دینار. 


مصارف تستعمل الصارف قانونًا لحساب القيمة الآنيّة لبلغ مودع. هذا القانون هو 
"ES nt‏ " 4 
.A=P(1+2)‏ حیث A‏ البلغ ا و P‏ البلغ اال الودع. 5 r‏ مرل الفاگدة السنوي, 
و / المدة بالسنوات» و n‏ عدد الفترات 2 السنة التي يتم فيها تذخير الحساب. أي حساب 
الفائدة وإضافتها إلى المبلغ المودع. أودع خسرو 5 ملايين دينار بفائدة معدّلها السنوي5%› 
| أ | کم ستكون قيمة المبلغ بعد 5 سنوات؟ 
متى يتجاوز المبلغ المودع العشرة ملايين دينار؟ 
f |‏ ماذا لو...؟ كم سيربح خسرو بعد 5 سنوات. لو أن تذخير الحساب تم شهريا وليس فصليا؟ 


تقدير كُدّر عدد سكان الأرض سنة 2000 ب 6.1 مليارات نسمة. كما 298 معدّل تزايدهم 
1450 ی ق ر عون سكان EAA‏ کف دالا قل تم هدد سكان ار 
بدلالة السنوات بعد العام 2000 )2000 = السنة 0). واستعملها لتقارن تقديرك السابق 
مع ما تحسبه باستعمال Aa‏ 
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9 نظرة إلى الوراء 


حل النظام الخطي التالي: 
xtytz-2‏ 
x—y+z=2‏ 
2x+y—3z=-1‏ 





لژ نظرة إلى الأمام 


ثلث سيربنسكي هو شكل تحصل عليه من مثلث متساوي 
الاول. ثم تکرار ذلك على كل مثلث تحصل علیه. شم 
كم سیکون عدد المثلثات الملونة 2 المرحلة الخامسة9 





الدرس 3-3 69 
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الدوال اللوغاريتمية 


Logarithmic Functions 


۱ تستعمل اللوغاریتمات 
لقیأاس حموضة JL‏ 


i 


EMIT 5: 
- 
Lj] 
- 22 T 
1 
5 | 1 E? 


TE T 


"P | 
- 
d 3 
h 5 


Fin‏ میا 
تا z^ Pam‏ 
Ex‏ 


a0 
ES 


| Y 








كم مرة تضاعف دينارًا واحدًا ليُصبح 8 دنانير؟ يُمكنك استعمال معادلة 
لتمثيل هذا الأمر: 8 -*(1<)2. قد تستطيع حل هذه المعادلة ذهنيًا إذا تذكرت 
o3 25 28 ol‏ عليك مضاعفة الدينار الواحد 3 مرات للحصول على 8 دنانير. 





کم مرة تضاعف دينارا واحدا لیصبح 512 دیناژا؟ مکنك حل هذه المسألة اذا كنت قادرا على حل 
العادلة 512- "۰2 باستعمال العملية العكسية لعملية رفع عدد معیّن إلى قوة بأس معیّن. هذه 
العملية العكسية هي حساب اللوغاریتم. اللوغاریتم هو آس القوة التي ترفع الیها عددا ( آساسا) 
معا خضل على دة مغطاق 


كنك a E‏ مال ار واک 
d‏ 5 صور ميه 29 


معادلة أسية معادلة لوغاريتمية 
log 4 - x b =a‏ 
b>0,b#1‏ 


70 الدرس 4-3 











متال 


متال 





Ab 
MU 





9 التحويل من الصورة الأسيّة إلى الصورة اللوغاريتمية 
اكتب كل معادلة أسية على الصورة اللوغاريتمية. 


SEES 

لسلس القوة يسيع ساس eia‏ 

أى القوة هو ارت 

ایا أ oe die‏ يان سل هي 
log; 0.04——2‏ قد يكون الأس d)‏ اللوغاريتم) سالبا 


Sr 





DBRS 


حاول اکتب العادلة الأسية على الصورة اللوغاريتمية. 


81 = ”9 ا (0 10۲ - x?‏ 
© التحويل من الصورة اللوغاريتمية إلى الصورة الأسية. 

اكتب العادلة اللوغاريتمية على الصورة الآسية. 
اس الوخاريتم يشيع آساس ات 
49- 7 اللوغاریتم هو أس القوة. 


logg0.125--1‏ | 871-0125 | قد یکون اللوغاريتم سالبا 


51-5 log. 5-1 


es 1 1-0 
12 21 D 


n 


DBRS 





حاول اکتب المعادلة اللوغاريتمية على الصورة الآسية. 


log, 8=-3 log, 144-2 log 1071‏ 
2 
اللوغاريتم أس. يسمح هذا الأمر بتطبيق قوانين القوى على اللوغاريتمات. ريما لاحظت الخصائص 
التالية 2 المثال اللأخير. 
بعض خصائص اللوغاريتمات Some Properties of Logarithm‏ 
Gl‏ يكن الاساس b‏ حیت b»0‏ و 9۶1 . 
الصورة اللوغاريتمية الصورة الاسية 


۱08 10-1 b بأساس‎ b لوغاریتم‎ 


10! 210 log, b=1 





اللوغاريتم العادي لوغاريتم بأساس 10. إذا لم يذكر أساس اللوغاريتم فهو 10. مثال: 5 log5 -log,,‏ 


الدرس 4-3 71 


CL 
سل‎ 
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تا" © حساب قيمة لوغاریتم دمن 


احسب القيمة ذهنیا. 


log, 1 log1000 
47-1 10° =1000 
i 3 
2 al 10^ 21000 
4 
log1000 =3 


> اول خیب ذهنا قيمة المقدار. 


log,,. 4 log 0.00001 


لما كان ممکنّا الانتقال من كتابة مقدار على الصورة الأسية الى كتابته على الصورة 

اللوغاريتمية وبالعکس. فان كل دالة أسّية f)‏ تود دالّة جديدة f g(x)‏ 
و على الصورة اس ا الات اللو غار ي اتك ,00-2 
فإذا کانت"0<(). g(x)=log, xola‏ مجال الدالة g(x)‏ 
هو مدی الا( ومدى gO‏ هو مجال الد ال02 D iaa‏ 
بين الرسم المقابل بیان الدالّة 27 -()۴روبیان الدانّة اللوغاريتمية | 
العكسية i g(x) log, x‏ كما (yao‏ الستقیم y= x‏ لاحظ أن cile‏ 
الدالّة الآسية والدالّة اللوغاريتمية العكسية متناظران بالنسبة إلى هذا المستقيم. 






































تال © رسم بيانات الدوال اللوغاريتمية 
استعمل القیم العطاة للمتغيّر × لرسم بیان الدالّة» ثم ارسم بیان الدانّة اللوغاريتمية العكسية. 
saa‏ مجال الدالة اللوغاريتمية ومداها. 
x--2,21,04,2. f()-3* M‏ 
ارسم بیان الدالّة *3 2 f(x)‏ باستعمال 
جدول القيم. 





لكي ترسم بیان الدالة اللوغاريتمية x‏ ,ع10-()8. 
بادل بين × و f(x)‏ 2 الجدول آعلاه. 


1 1 
15 ] !]نسم 





ATT 
۱1 ۱۱ ۱5۷۲ ۱۱۱۲۱۲ | N 


EI‏ كاله 
ابيا 
LIE‏ 
بسا 
Ba‏ 
03 
[E‏ 
| رن 
BN NI‏ 
بلاس 
مهلا 
A 7‏ 
LT zs‏ 
Y‏ 
l-‏ | ام 
NN |‏ 





[ox ۱-۱-۲ 


مجال الدالة اللوغاريتميةع هو !1<0|]ومداها JR‏ 


2 الدرس 4-3 
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x=-3,0,1,4,7 : f(x) -0.8" 9‏ 
ارسم بيان الدالة *0.8-(2)/ باستعمال 
جدول القیم. 
كن كك نك 3[ 
کنات 1 | 2 rozs‏ 
لكي ترسم بيان الدالة اللوغاريتمية 
x‏ , م1085-()8: Job‏ بين × و fŒ)‏ 
.2 الجدول أعلاه. 


erm pep 





7 
M 
5 
5 
5 
a 
a 
2 
E 
E 
5 
ها‎ 


اك ما ۱ ۱ 1 N‏ 
ا اا کے 
ایا ال ایا 
ال LS‏ الا | 1 
ماح اس بط » | 
> مه[ ۱ 1 
لاا اليك يل SETS‏ 
LL LUN L|‏ 
wa |‏ ال ۱ ۱ 1 
LLL LLL NU‏ 





1 LL ۱/۱ | لد‎ 





[x جام‎ 


مجال الداثة اللوغاریتمیة()ع هو 0 » [x |x‏ ومداها .R‏ 


X 
ارسم بیان الداله‎ e O0 ( 3) adl حساول استعمل القيم 1,1,2,3-,22-2 لرسم بیان‎ 
الله غاريتمية العکسية. حدد مجال الدالة اللوغاريتمية ومداها.‎ 


اللوغاریتم الطبيعي هو اللوغاریتم بأساس ». 


سوف تستعمل الرمز In.‏ للدلالة على اللوغاريتم الطبيعي. aj”‏ 
لهذا اللوغاريتم الخصائص نفسها التي يد يتمتع بها اللوغاريتم العادي 1026 
(العشري) واللوغاريتمات الأخرى. : 7 





دانّة اللوغاريتم الطبيعي f(x) o In x‏ هي الدانّة اللوغاريتمية CLIE um‏ 
القابلة للد ال الاسية الطبيعية. انها دالّة اللوغاریتم بأساسء . ۱ 
مجالها مجموعة alae Yl‏ الحقيقية الوجية ومداها مجموعة 4 
sd ae MI‏ الحقيقية کاملة. 

أما بيانها فهو البيان المقابل. 
































الدرس 4-3 73 
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J‏ © تبسيطالمقادير الأسَية واللوغاريتمية الطبيعية 
اكتب المقدار على أيسط صورة. 


51 In(x-l -2t 
- م‎ 6 nc? B 


5Inx Inx? 5 In(x-1) 
e — 6 =X e =X 


-1 Ine 





حاول اکتب القدار على أبسط صورة. 


x+4 2lnx 32 | £ 
Ine ^ € Ine 


بالعودة الی قانون الفاكدة الرکبة. cans‏ هذ | القانون pe"‏ ۸ عندما كن التذ خیر متواصلاً 


cu‏ تطبيقعسالاقتصاه 
تم إيداع مليون دينار لمدة 10 سنوات بفائدة معدّلها 
السنوي 56 على أن يتم تذخير الحساب بشكل متواصل. 
كم ستكون قيمة الحساب بعد السنة العاشرة؟ 


1548222192, Eu A-1000 000 ° 


A«1 648 0‏ النتعيل الحاسبة. 
ستكون قيمة الحساب يعد 10 سنوات 720 648 1 دينارًا تقرییا. 











حاون كم ستكون قيمة 000 100 دينار بعد 8 سنوات. le‏ بأنه قد تم إيداع هذا البلغ 2 حساب متواصل 
التذخيرء وبفائدة معدلها السنویم50 3 ؟ 








© لتواصل 8 الرياضيات 


إذا عرفت أن 0.6990 = 5 logio‏ آوضح كيف تحسب 0.005 ,108و 500 logo‏ . 


قارن بين دانّة اللوغاريتم الطبيعي ودالْة اللوغاريتم العادي. 


ما قيمة aJl‏ لوغاريتمية عند1 — Sx‏ استنتج أن بيانات جميع الدوال اللوغاريتمية تمر بذ 
نقطة معينة. ما هی هذه النقطة؟ 


4 الدرس 4-3 
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© مارین موجّهة 





اكتب المعادلةالآسية على الصورة اللوغاريتمية. 


3* - 9 102-001 3 415 - 8 24^-1 B 
اکتب العادلة اللوغاريتمية على الصورة الآسية.‎ 
log; x=3 log;,08122 EO 102,)-16(<3 fJJ1eg,00625- 2 JJ 


ارسم بیان ATTI‏ باستعمال القيم العطاة ثم ارسم بیان ATTI‏ اللوغاريتمية العكسية. 
حدّد محال الدالة اللوغاريتمية ومداها. 


x--2,-1,0,,2 : f()2 x--2,-1,0,1,15 : f(3)25* 


ex) ©‏ وتطبيقات 


اكتب العادلة الآسية على الصورة اللوغاريتمية. 





41-2025 Bl 129-1 98 6-216 BE x25 -32 BC 


اكتب العادلة اللوغاريتمية على الصورة الآسية. 





log, 7-1 gl log,;1-0 ۳ log, x=6 log; 625 - 4 18‏ 
ارسم بیان الدانّة باستعمال القیم العطاة. ثم ارسم بیان ATTI‏ اللوغاريتمية العكسية. 
حدّد محال الدالة اللوغاريتمية ومداها. 

x=-2,-1,0,1,2,3 : fœ)=(4] ©  x=-2,-1,0,1,2,3 : هم‎ )4[ 
.log2000 و‎ log200 لتقدر‎ log2=0.30 تقدير استعمل‎ 

أي مما يلي هو الصورة اللوغاريتمية للمساواة 128- ٩2"‏ 


log,128-2 (€) 1og,128=7 رل‎ 
log, 7-128 رد)‎ log, 2-128 (c) 


الدرس 4-3 75 
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9 نظرة إلى الوراء 


2 3 
1 4 ۱ 


ما معامل نمو ميلع مودع 2 مصرف بفائدة نسبتها360. 87 





o5 ©‏ إلى الاهاع 
أمعن النظر 2 الأعداد التالية وادرسها من اليسار إلى اليمين: 
...,1,1,2,3,5,8,13,21 
كيف تنتقل من عدد إلى العدد الذي يليه إلى اليمين بدءًا من العدد 92 ما العدد 


الذي يلي 421 





6 الدرس 4-3 














GRADE12-CHAP-4-Adabi(2)-13 2/12/15 1:18 PM Page 3 


Ab 
MU 





المتتاليات 


Sequences 


الدروس 
المتناليات الحسابية 
المتتاليات الهندسية 


الفصل 4 
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المتتاليات الحسابية 


Arithmetic Sequences 


تستعمل المتتاليات لإنشاء نماذج هدفها دراسة 


الكثير من الظواهر الطبيعية. مثل التغيّر 2 


أعداد مجموعة من الآرانب مع مرور الزمن. 





A $ 5 :‏ یه 
تشر امسر ساره دة ها 000 177750 دقار رر مدير ال اک هة هذه اناد 


السنة 

تشکل هذه الأعداد متتالية. كل ade‏ من هذه الأعداد هو حد من حدود التتالية. يمكن أن يكون 
للمتتالية عدد غير محدود من الحدود RS‏ متتالية غير منتهية أو عدد محدود من الحدود 
يُمكنك أن تنظر إلى المتتالية على أنها دانّة يتكؤن مجالها من أعداد صحيحة موجبة ویتکون مداها 
من مجموعة الأعداد التي KAS‏ حدودها. 

غوت ا عن امال الك NE IET ET ETUR CORE RE‏ تعمل الماملون ف حقل:الرواضيات 
الكتابة ,ره . یسمّی العدد 7 رتبة الحد a,‏ فالحد الأول هو ,»© والحد الثاني هو ره ... أما الحد ذو 
الرتبة n‏ فهو الحد ,ره . ويُسمّى الحد النوني للمتتالية. 





هناك نوعان من المتتاليات يحظيان باهتمام خاص. تتميّز متتاليات النوع الأول ob‏ للفرق بين كل 
حد والحد الذي يسبقه قيمة ثابتة. وتتميّز متتاليات النوع الثاني ob‏ لنسبة كل حد إلى الحد الذي 
يسبقه قيمة ثابتة. تسمّی متتاليات النوع الأول متتاليات حسابية. بينما تسمّى متتاليات النوع 
الثاني متتاليات هندسية. سوف تتعلّم 2 هذا الدرس المتتاليات الحسابية وب الدرس التالي. 
المتتاليات الهندسية. 





إذا عدت إلى المتتالية الواردة 2 آول الدرس تجد أن الفروق بين الحدود هي: 


16250000 —17 750000 = —1 500 000 
14 750000 —16250000 = —1 500 000 
13250000 —14 750000 = —1 500 000 


تسمّی القيمة الثابتة للفروق بين حدود المتتالية الأساس Common difference‏ . أساس المتتالية 
السابقة هو 000 500 1 . 


nn 


13250000 | 14750000 | 16250000 | 17750000 | القيمة‎ 
—1500000  —1500000  —1500000 





78 الدرس 1-4 
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همختالنل) © تییز التتالیات الحسابية 


حاول 


aa‏ إن كانت المتتالية حسابية أو لا. إذا كانت حسابية. جد الأساس والحد الذي يلى آخر 


... ,17 ,12 ,7 ,2 و3 
الحدود ‏ 17 12 1 2 3- 
الفروق 5 5 5 3 


المتتالية حسابيةء وأساسها 5.الحد التالى هو 17+5-<22. 


... ,60— ,40— ,24 ,12 ,4— 
الخدوذ  -12 -24  -40  -60‏ 4- 
ا  —20‏ 16- لات 8- 
المتتالية ليست حسابية. لأن الفرق بين الحد والحد الذي يسبقه غير ثابت. 


ad‏ إن كانت المتتالية حسابية أو لا. إذا كانت حسابية جد الأساس والحد الذي يلى آخر حد 


مُعطى. 
H, 1,111, 19,12, 0.5, -0.2, —0.9, ...‏ 


قيمة السيارة سنة يعد سنه 


تفحص اللمط 2 الجدول المقابل. 





كل aa‏ يساوى الحد الأول مضافًا اليه أحد 3 

-C3- a —17750000--0x (-1500000) NU مضاعفات‎ 
الأول + الاسا‎ as] = الحد التائ‎ 

a —17750000-41x(—1500000) pd ول‎ duce des 

الحد الثالث > الحد الأول +2 x‏ الاساس 2 


a 17 7500007+ 3x (71500000) بالقانون التالي:‎ haill يمكنك تعميم هذا‎ 
a =17 730 000F4 x (1900000) 


القانون العام للمتتاليات الحسابية 








يُحسب الحد النوني لتتالية حسابية بالقانون 
a, =4, +(n—l)d‏ 


حيث ه هو الحد الأول AJN‏ و 4 أساسها. 





مال © حساب الحد النوني لتتالية حسابية 


جد الحد العاشر 2 المتتالية الحسابية ... ,4 ,11 ,18 ,25 ,32 
الخطوة 1 جد آساس التتالية 7--0-25-32 


الدرس 1-4 79 
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d, =4, + (n—-1)d‏ الفانون. 
a =32+ (10-1)(77)‏ عوض. 


الخد العاشر 3 هذه التتالية هو 31ت. 
کحم اکیل JA dba‏ 


| 9| 67۱8 وه ۶ 2 ۱1 





re pos | 18| 11| 4 0 e a 


حاول جد الحد الحادي عشر 2 كل متتالية حسابية. 


... ,9- ,1- ,5 ,3- .. ,9.05 ,9.1 ,9.15 ,9.2 
J‏ & إيجاد الحدود النافصه 


جد الحدود الناقصة 2 المتتالية الحسابية 17- , 
الخطوة 1 جد الاساس. 


.11,8 , B, 


a, =a, +(n-l)d‏ الفانون. 
mv -17-211-*(5- Dd‏ 
dicar —7=d‏ 


الخطوة 2 جد الحدود الناقصة باستعمال 11= 4و 7-=4. 
a, -11+)2-1(-7(-4‏ 
2 
سس euis‏ 
a, 11+ )3-1()-7(--3‏ 
a, -11+)4-1()-7(--0‏ 





حاول جدالحدودالناقصة 2 المتتالية الحسابية ۲۱,0 و ۳و "و2 . 


بما أن الفروق بين كل حد وسابقه 2 متتالية حسابية متساوية. فان معرفة حدّین تكفي لإيجاد 
Hm‏ 
J‏ © إيجاد الحد النوني لتتالية حسابية بمعرفة حدين 
جد الحد السادس 2 متتالية حسابية علما بآن 120= a,‏ و 195- -a4‏ 
الخطوة 1 جد الاساس. 


10 -7) + 0 - پر القانون العام. 
a4 =a t(I4 - Dd -a, - 0‏ القانون. 
a, =a, + )9-1(0 < 0, +0‏ الفانون. 
5d‏ - وه ,ره اطر ح. 
Eh 195-1202 5d‏ 
de 15-0‏ 


0 الدرس 1-4 
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. 4 الخطوة 2 جد‎ 
القانون.‎ a, =a, +(n—1)d 
و‎ 120-a, +)9-1(05( 
فس‎ 120 - a, +120 
Km 0—a, 
d الخطوة 3 جد الحد السادس‎ 
القانون.‎ a, =a, +(n—1)d 
وکن‎ a, =0+(6-1)15 


الحد السادس # هذه المتتالية هو 75. 


جد الحد الحادي عشر 2 كل متتالية حسابية. 


2-3 ر 4-5 و a,-13‏ 


| EE كاله كسان علد م الحدود الا لمتتالية حساسة‎ E mobs 
ب مجموع عدد من الحدود الاولى لمتتالي بیة. كان تحتاج إلى‎ dla 
أي‎ n مجموع الحدود الاولی حنی الرتبة‎ cll مجموع الحدود العشرة اول آذا رمرت ب مرگ‎ 


EFO, tà,‏ ره + =A‏ برد 


a,-—12193 a 


فان 


e 











مجموع الحدود الاولی ك مجموع | 55[ S,‏ 

متتالية حسابية هو ناتج ضرب 6+80 +2+4 

E E 4 تک‎ 0 JEU pst 2 sese sl du cya 
الحد الاول وه »الك الاخیر.‎ : UM 

الحدین الاول والاخیر. 0 =(5)6 ا = id 2n 3:3 S,‏ 





ایجاد قيمة مجموع جزتي AL UC‏ حسابیه 


۶ همم 4 


جد الجموع المطلوب 2 كل متسلسلة حسابية. 


S,‏ للمتتالية 


25, 12, (—1), (—14), ... 


ررگ لتتالية حسابية حدها النوني 47 +23 ره . 


الخطوة 1 جد الحدین a,‏ و ۰0 





GRADE12-CHAP-4-Adabi(2)-13 





الخطوة 1 جد الاساس. 
d=12-25=-13‏ 





CL 


à, -3*4x1-7 
ap -344x12—51 


81 
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الخطوة 2 جد الحد djs‏ الخطوة 2 جد ررد 
S - djs = 25 + )15-1()-13(‏ 
57]—— 
)12(753- 
الخطوة 3 جد Sis‏ 2 
noo‏ 348 — 
تج ]|27 ورد 
ناحيف ل 5 


-15(-32) - -0 


حاول جد المجموع المطلوب لكل متتالية حسابية. 
]یک للمتتالية ... برسم ,2 ,7 ,12 S;‏ للمتتالية التى حدها النوني 50-207 = a,‏ 





متال © تطبیق على السارح ۱ 
Sai I aa‏ سود وا وم 
تشكل أعداد المقاعد 2 الصفوف ال 14 الأولى س ا d‏ 
a‏ ص 
كم مقعدًا 2 الصف ا3 14 ٩‏ 0 





——— اخ عدد القاعد یزداد واحدا ين صف وآخر.‎ das 
. 4-1 اکتب القانون مستعملاً 211 ره و‎ 
aas اکتب قانون الحد‎ a, =a, + 0-107 
"m a , -11+04-1(0( 
-11413 
aas -24 


4 الصف الرابع عشر 24 مقعدا. 


كم مقعدًا 2 الصفوف ال 14 الأولى؟ 





ی ام S,‏ القانون. 
Aig =14(11424)‏ عوض. 
i - 14 (35-245‏ 


2 الصفوف ال 14 الاولی 245 مقعدًا. 


حاول هاذا لو... € افترض أن عدد المقاعد 2 كل صف. وابتداء من الثاني يزيد مقعدين 
على الصف الذی آمامه. 
| أ | کم مقعدّا 2 الصف ال ۹14 ب | کم مقعدًا بے الصفوف ال 14 الأولى؟ 


2 الدرس 1-4 
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© التواصل 8 الريانيات 


اشرح كيف تجد الحد النوني للمتتالية ... ,14 ,8 ,2 ,4- 


أوضح ناذا يتضمّن مقدار الحد النوني 1(4-) وليس Ad‏ . 


أوضح الفرق بين متتالية حسابية ومتتالية هندسية. 








oy 8‏ موجهة 
حدد إن كانت کل متتالية حسابية أو لاء جد الأساس وا لحد التالي. 
Ø‏ ..,25,18 ,32 ,39 ,46 ... ,6 ,15,10 ,21 ,28 


جد الحد الثامن 2 كل متتالية حسابية. 
ØB‏ ..,3.8,13,18 .. ,38- ,3.6-,3.4-,3.2- 


جد الحدود الناقصة 3 كل متتالية حسابية. 
m, E, E, 27. ... O 13,8, E, 25... E‏ ,و ... .8-1 ,8 ,4 ,1.4 
جد الحد التاسع 3 كل متتالية حسابية. 
à, 212.6, a, 22 a; 219, a, 227‏ قعص وو ]دون 
جد المجموع المطلوب. 
S,‏ للمتتالية ... ,13,17 ,5,9 وى للمتتالية التي حدها النوني 
7 + 2- ت a,‏ 

آجور التحق بلند بشركة معلوماتية للعمل فیها بمرتب سنوي مقداره 000 26000 دینار 

على ]50 ادعرنيه 125010006 تست | 

| 1 | كم سيبلغ مرتبه 2 السنة السادسة؟ 

اب| كم سيكون مجموع ما یتقاضاه من آجور ك السنوات الست الأولى؟ 





© نماريه وتطبيقات 
ads‏ إن كانت المتتالية الحسابية أو لا. إذا كانت حسابية» جد الأساس والحد التالي. 
... ,18 ,36 ,72 ,144 ,288 ... ,42- ,32- ,22 ,42 ,2- 





جد الحد الحادي عشر 2 كل متتالية حسابية. 
... ,11.7 ,11.8 ,12,119 .. - ,20 ,2.5- ,30- 





جد الحدود الناقصة 2 كل متتالية حسابية. 


-29, M. 8-2, ... 77 , W, 18, 8,  .. 


الدرس 1-4 83 
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جد الحد الثانى عشر 2 كل متتالية حسابية. 


a; 2162, a, 2184‏ 2—— ره ,46— وه 2-9 ريه ,58—= پر 


جد المجموع المطلوب. 
ورك للمتتالية ... ,14— ,16— ,18- ورك للمتتالية التي حدّها النوني 214-1 a,‏ 


استهلاك اشترت سميرة ثويًا بالتقسیط. دفعت للبائع 15000 دینار 2 الأسبوع الأول 
واتفقت معه على زيادة القسط 5000 دينار كل آسبوع. 
كم ستدفع 2 الأسبوع التاسع؟ 


عمارة تم انشاء هرم اللوفر 4 باريس els!‏ 
S S‏ اللدشر و ذلك NOE‏ 
au‏ هذا الهرم باستعمال آلواح من الزجاج . 
يتألف الهرم من مستويات. يتضمن المستوى الأعلى 
آلواح ویزداد عدد الالواح 4 بالانتقال من 
مستوی الى افستوی الادنی معنف 
اکتب. بدلالة cn‏ عدد الألواح 2 الستوی n‏ 
لو كان الهرم یتألف من 18 مستوی. فکم سیکون عدد آلواح الزجاج كلها؟ 
اج | ظ ies A‏ ود هن الا لوا يقل TT‏ تما سا مس مت شاد مد کل 

إلى الهرم. کم لوح زجاج یتضمن هرم اللوفر؟ 





جیولوجیا تبتعد قارة آمریکا الشمالية سنوی 
عن القارة الأوروبية. 


کم ستبتعد آمریکا الشمالية عن آوروبا بعد 50 


هه 


S iun 


اتساع 23cm‏ 
2 السنة 





بعد كم سنة سيكون البعد بين القارَتَيّن قد ازداد 
کیلومترا واحدًا على الأقل؟ 


9 نظرة إلى الوراء 


اذكرإن كانت الدالة الأسية دالة نمو أو دالة تراجع. 


f(x)20.92(0.64)* f(x)2143(532)* f(x)2125(0.75)* 








E‏ نظرة إلى الأمام 


الحد الأول ب2 متتالية هو 2. كل حد آخر هو ضعف الحد الذي يسبقه. اكتب الحدود العشرة 
الأولى من هذه المتتالية. 


4 الدرس 1-4 
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المتتاليات الهندسية 
Geometric Sequences‏ 


E 






يُمكن لْخطّطي المباريات الرياضية استعمال 


التتالیات الهندسية لتحدید sae‏ الباریات 2 
کل دور. 





فازت سیرینا ولیاس. من بين 128 متبارية. 2 بطولة كرة الضرب للسید ات 2 ویمبلدون 
Wimbledon‏ سنة ۰2003 .2 نهاية كل مباراة بين لاعبتین. تتابع الفائزة اللعب بینما تخرج الخاسرة 
من الدورة. هذا يعني أن aae‏ التباریات ینخفض إلى النصف ب نهاية کل دورة. يمكن التعبیر عن 
آعد اد التباریات الباقیات بعد کل دورة باستعمال متتالية هندسية. 2 متتالية هندسية 
Geometric sequence‏ . تکون النسبة بين كل حد والحد الذي يسبقه ثابتة ومختلفة عن 1. 
تسمّى هذه النسبة آساس التتالية Common ratio‏ . آساس المتتالية الهندسية آعلاه هو 1. 


1 1 


32 1 64 1 i 


O 16 1 2 
A2 64 2 128 2 





دنا 








cl‏ دو إن كافك ات ها ات ویس یت شا سا إلى سايق إن سارت هده 
الف كانيع المتتالية Sada‏ 

© تمييز المتتاليات الهندسية 
حدّد ان كانت المتتالية هندسية أو حسابية أو غير ذلك. اذا كانت هندسية؛ حدّد الأساس 
وا لحد الذي يلى آخر حد معطى. 





... ,27 ,12,18 ,8 ... ,32 ,24 ,8,16 ... ,21 ,19 ,6,10 
27 18 12 5 32 24 16 8 21 15 10 6 
الفروق 9 6 4 الفروق 8 8 8 الفروق 6 5 4 
Doa d ` 2 3 4 ; 3 3 3 .‏ 
المتتالية هندسية المتتالية حسابية. المتتالية ليست حسابية ولا 
الأساس r-3‏ الأساس 8 -0. هندسية. 
الحد الذي يلي: 40.5 الحد الذي يلى: 40 





ماول حدد ان كانت المتتالية هندسية أو حسابية أو غير ذلك. إذا كانت هندسية؛ حدّد الآساس 
وا لحد الذي يلى آخر حد معطى. 


—50, —32, 18, -8, .. 1.7, 1.3, 09, 0,5, ... —€— M 


الدرس 2-4 85 




















متال 
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كل حد 3 المتتالية الهندسية التي وردت 2 مطلع الدرس. هو ناتج ضرب الحد الأول 2 قوة من 
قوق الاما كما يان ذلك اللجدول الكالي: 


عدد اللاعبات 4 كل دورة .2 ویمبلدون 





القانون العام للمتتاليات الهندسية 


1 


= n 
n = ar 


E E EE a حيث‎ 





لإيجاد الأساس ب متتالية هندسية, اقسم حدًا غير الحد الأول على سابقه. ناتج القسمة هو 


e 





الأساس. 

© إيجاد الحد النوني -2 متتالية هندسية 
جد الحد التاسع 2 المتتالية الهندسية ... ,80— ,40 ,20— ,10 ,5— ea‏ 
الخطوءة 1 احسب الاساس باستعمال القانون. -- 14 - r=2=‏ 


a, =ar"!‏ الفانون. 
olo a, =-5(-2)™‏ 
1280- -)5(256—— ږa‏ بسط. 
الحد Supe‏ هذه المتتالية هو 1280—. 
تحقق أكمل المتتالية. 
a. =— 80‏ 


5 
a, =—80(-2)=160 


a, 2160(-2)- —320 
a, =-320)-2(= 0 
a, 2640(2)- -1280 V 


حاول جدالحد التاسع 2 كل متتالية هندسية. 


0.001, 0.01, 0.1, 1, 10, ... d dm 
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QU is‏ © ایجاد الحد النوني لتتالية هندسية بمعرفة حدين 
جد الحد العاشر 4 متتالية هندسية علمًا .a,=384 9 a. -6 Qi‏ 
الخطوة 1. جد الأساس. 












متسد r"‏ هت a,‏ القانون العام. 
عندما تعطى حدين من حدود EPEE Se. hh 3 aar =a rí‏ 
cuba‏ تأکد من آن 32 د é z‏ 8 
MD‏ ي 4م a, =a =a‏ عوض عن 7 بقيمته. 
الحسبان القيمة الموجبة والقيمة 6 
۱ هر y^‏ ,4 اقسم 
السالبة د ۶ اذا كان ذلك متاحا. i ua‏ 
- 1 عوص. 
z 384 — p2‏ 
96 بسط 
4=r?‏ 3 
وا لك Ja‏ 
الخطوة 2. جد 4. 
0M z -1 5 -1‏ 
d, z ü =ar"‏ القانون. 
est 96 =6(-2)77! 96 =a (2)‏ 
di 6=a 6=a‏ 
1 1 
TAT 00 -1 Z 11-1‏ 
a, < 477 a, = 07‏ القانون. 
a, -6(—2)"1 a, = Bye‏ عوص. 
6)2(10-1 دوين 7 62 = a p‏ عوض عن ۸ ب 10. 
UN ES -‏ 
m: o o 3072 60 3072‏ 


الحد العاشر 2 هذه المتتالية هو 3072 أو 3072—. 


حاول جدالحد السابع 2 كل متتالية هندسية. 
| أ | 8-= a‏ و 40-- a, =48 9 a, = 168 a,‏ 
كثيرًا ما يتطلب حل مسألة حساب مجموع عدد من الحدود الأولى لمتتالية هندسية كأن تحتاج إلى 


مجموع الحدود العشرة الأولى. اذا رمرت ب رگ cnl‏ مجموع الحدود الأولى حتى الرتية 11 أي 


Sy < 6 FO tata FO, 








فإن 
iE‏ 41 - ,5 
مجموع الحدود الاولی ب2 متتالية هندسية 
و 3 M RES‏ 4 
یجحسب مجموع الحدود الاولی O‏ 2 متتالية هلدسيهة a, a, VS a i Apse‏ 
باستعمال القانون: 





ca [Int‏ رک 


]-r 


حيث .© هو الحد الأول للمتتالية و ” آساسها. 





الدرس 2-4 87 


CL 
سل‎ 
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لتر فص ایجاد مجموع جزني لتتالية هندسية 
جد المجموع المطلوب B‏ كل متتالية هندسية. 
S,‏ .2 المتسلسلة... ,(24-) ,6),12- ,3 lt S;‏ هندسية حدها النوني ' "[1)- a,‏ 














الخطوة 1 جد النسبة المشتركة. الخطوة 1 جد الحد 4 . 
0 0 1-1 
RE‏ سر ره که امه 1 
i m 2‏ جل = )= )1(- ره 
الخطوة 2 جد ,ك حيث 3= 4 الخطوة 2 جد ,5. 
و r--2‏ و t nz‏ بوت S‏ 
n 1| 1-7‏ 
[1r‏ 4— 
«y 5, -a| Er |‏ 
A l H‏ 
Hi $,-3 (2)‏ 
1 
ا 5 ا 
x 3 —129‏ = 1.49~ چ 
3 


حاول جدالمجموع المطلوب 2 كل متتالية هندسية. 
وى للمتتالية ... ,1 ,1 25.1 Se‏ للمتتالية التي حدها النوني !")3)2-(- a,‏ 


Jei‏ © نطیق في الرياضة. 
اشترکت 2 احدی ألعاب كرة الضرب 128 متبارية, 
ینخفض sae‏ الباریات إلى النصف بعد نهاية كل 
EA‏ دور. کم مباراة جرت 3 هذه الا لعاب؟ 
الخطوة 1 اكتب متتالية. 











7 - علد الأدوار 
=a,‏ عدد المباريات 2 الدور k‏ 


مرگ - العدد الكلى للمباريات 2 n‏ دورا. 
عدد المباريات في الدور الأول هو 122 = 64. اساس المتتالية هو 1 


n-1l 
: a, =64(1) 
لان عدد المتباريات في كل دور هو نصف عددهن في الدور السابق.‎ 


الخطوة 2 جد عدد الأدوار. 


5 1-1 

suat adita 12 64(1)‏ از خی ما d‏ اس 
a ç n-l‏ 

)=4 اعزل الجزء الأسي من المقدار بالقسمة على 64 
7-1 6 

)1(- )1( اکتب ل على صورة قوة من قوی + . 

6-7-1 سا چی FR‏ 

J=n‏ مس 


الخطوة 3 جد العدد الکلّی للمباريات. 


7 
A =127‏ 4-رک الكل قانون مجمو المتتالية الهندسية 
2 





آذن تضمئت الالماب 127 مباراة. 





8 الدرس 2-4 
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حاول تدفع شركة كبرى 84000000 دينار سنويًا كإيجار لقزها. يزداد هذا المبلغ 8% سنويًا. 
كم تدفع الشركة على مدى 6 سنوات؟ 








© التواصل 8 الرياهنيات 


اشرح كيف تجد الحد النوني للمتتالية الهندسية ... ,108 ,36 ,12 ,4 





آوضح ناذا یتضمّن مقدار الحد النوني ٠‏ ”ولیس *۳. 


متی تتزايد حدود متتالية هند سية حدودها موجبة؟ ومتی تتناقص؟ 








039» oy O 
حدّد ان كانت كل متتالية هندسية أو لا. إذا كانت هندسية جد الأساس والحد التالي.‎ 
Ann T 320, 80, 20, 5,.. B 
جد الحد العاشر 2 كل متتالية هندسية.‎ 
5000, 500, 50, 5, 0.5, ... 2, 6,18, 54,162, ... 3 
التتالية الهندسية العرفة بحدین.‎ B جد الحد السادس‎ e 
qo. ک٥‎ 4, =108, ره‎ =4 KJ .5--44--2 KJ 
جد المجموع المطلوب.‎ 
a, - )-3(”  ينونلا للمتتالية التي حدها‎ S, 2, 0.2, 0.02, ... للمتتالية‎ S. 


آجور مدرّس لغة آجره 2 سنته الأونى 8000000 دینار. يزداد هذا الأجر بنسبة 5% سنویا. 
كم سيكون أجره 2 عامه العشرين من الخدمة؟ كم سيكون قد تقاضى خلال تلك الفترة؟ 





e» ©‏ وتطبيقات 
aaa‏ إن كانت المتتالية هندسية أو حسابية أو غير ذلك. إذا كانت هندسية. جد الأساس 
والحد التالى. 
... ,81— ,64— ,49— ,36— ... ,54— ,18- ,6— ,2— 
جد الحد التاسع 2 كل متتالية هندسية. 
E ۳۳ 17 1 1 1 1 1 :‏ 
"` "1250 250° 50° ?10 2° .. ,48 ,24— ,12 ,6— ,3 
جد الحد السابع 2 المتتالية الهندسية المعرّفة (Qaa‏ 
a, 2-4 à; 2162, a, - 4‏ ,100-= وه 


الدرس 2-4 89 
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جد المجموع المطلوب + كل متتالية هندسية. 
S.‏ للمتتالية ...,125 ,25 ,5 رک للمتتالية التي حدّها النوني ' ")8(10 - a,‏ 


22 آجداد لك والدان» وجدان Qaa s‏ وأريعة آياء حدود وأربع آمهات جد ات. 
ما عدج daa 6 NE is ud‏ فلت E‏ ا 
ماذا لو..؟ كيف pai‏ قاعدة حساب عدد الجدود والجدات اذا كنت أنت الجیل الأول؟ 


اقساطظ خاهعية عند ولادة روناك 353 Lacie‏ مجدتها أن lanas‏ عتها افساط cal‏ 
إلى الجامعة. آعطیاها 50 دینازا يوم مولدها. وقررا أن یدفعا لها 2 کل سنة ضعف ما دفعاه 
2 السنة السابقة. ما البلغ الذي تجمّع لدی روناك عند بلوغها 18 سنة ٩‏ عند بلوغها 21 


SA Ls 


تكنولوجيا تلقَّيّت بالبريد الإلكتروني رسالة تمنّى لك فيها مرسلها الحظ السعید . وطلب 
إليك أن ترسلها إلى 5 أصدقاءء طالبًا إليهم أن يرسلها كل منهم بدوره إلى 5 آصدقاء. 
وهكذا... ما عدد هذه الرسائل بعد 10 مستويات. 


B‏ تمویل استأجرت |حدی المؤسسات مقرا لها بمبلغ قدره 000 750 دینار شهريًا خلال السنة 
الأولى: على أن يزداد هذا البلغ 10% سنویا بعد السنة الأولى. 
اكتب E‏ ها تدفية A‏ ينه | على luos cna‏ 
جد مجموع ما دفعته المؤسسة على مدى 10 سنوات. 





طب سجل أحد المستشفيات خلال موجة من انتشار الإنفلونزا دخول 16 حالة 2 الأسبوع 
الاول. و 56 حالة ‏ الأسبوع الثانى, و 196 حالة 2 الأسبوع الثالث. 
اكقب متكالنة هتسه تفت أغداد خالات الاصاند بالاتفاركز j‏ 
إذا استمر ازدياد حالات الإصابة على هذا النوال. ففی أي أسبوع يبلغ مجمل عدد 
الحالات أكبر من 10000 إصابة؟ 
اکنب ما الذي يحدث لحدود متتالية هندسية VES‏ حدها الأول تضاعف 3 مرات؟ ما الذي 
يحدث لجموع حدودها الأولى؟ 


© نظرة إلى الوراء 


جد الحدود العشرة الآولى 4 كل متتالية حسابية. 








1.7, 73,129, 18.5, 24.1, ... 78, 65, 52, 39, 26, ... 


eWl ET €^ 


جد مشتقة كل دالة. 


Toa fco-x? El ز‎ )( 4 





0 الدرس 2-4 
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Ab 
JJ 





التفاضل والتكامل 


Differential and Integrals 


CI 
رل‎ 
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تطبيقات الاشتقان 2 الافتصاد 
Applications of Differentiation to‏ 
Economics‏ 





تستعمل الدوال لانشاء نماذج 2 
الاقتصاد مثل اله العرض adag‏ الطلب 


۳۹۳ لكلفة ودانّة الریح وغیرها کثیر. 


يستعمل الا ا قتصاديون هذه الدوال 
ومشتقّاتها لدراسة هذه النماذج 
واستخلاص الاستنتا جات المناسية. 





cuales‏ 2 الصف الحادی عشر كيف تجد مشتقّة Alla‏ تن کر آن مشتقة الدالة هى دالة يتم إيجادها 
ese M atu‏ الاساسية وقواس الاشتقاق. سم الحدوك ادناه الشكفات الأمباشية الاك تاولا 


جك الصف الحاقى عشروالثانى فشن 


E 
[ucc )م‎ 1 


f(x) 2 In(g(x)) 





[ )( < g'(x)e 





(arcof =a 
(f(x)+ 260) = f'(x)*g'(x) قاعدة مشتقة المجموع‎ 


COE رو ورين رك‎ + fog) 


uel _ f'GO8G)-f G0 ”ع‎ (x) قاعدة القسمة‎ 


(œw) = f'Co-s'G) 


g(x) (g Gy 


(Flew) = gF leo) قاعدة دالة الدالة‎ 




















متال 


متال 
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© حساب المشتقات 


حاول 


wW 


جد مشتقة كل دالة: 

foc)se? [3] دعر‎ fG)- 5x* 27 fo) -3x* 
الحل‎ 

FOC ۳۱ ( SA )ed2x 


۱ eo mise esu Y 3 
-5(Ax^)-2(3x? )220x? -6x 


reos Gf = = (= 
Eg O Ma ودع‎ xe mo ال‎ 


جد مشتقة كل من الدوال التالية: 


le] foss |‏ یف دعر (ع| قدصم [د|دمم 


Marginal Measures in Economics القياسات الهامشية  الا قتصاد‎ 





يمكن التمییز. ب2 نشاطات المؤسّسات الصناعية والتجارية. بين ثلاثة أشياء: الأكلاف Cost‏ (وهي 
ما تتكلفه اش لكي تقوم بعملها) والمداخيل Revenues‏ (وهي ما تحصل عليه المؤسسة نتيجة 
عملها ) والأرباح Profits‏ (وهي ما يبقى للمؤسسة بعد طرح الأكلاف من الداخیل). 

تعلّمت كا الصف الحادي عشر أن الحدیث عن قیاس هامشي یعود إلى الاشتقاق: الكلفة الهامشية 
Marginal cost‏ هي مشتقة دالّة الكلفة؛ المدخول الهامشي alls Giaj Marginal revenue‏ 
المدخول؛ الربح الهامشي Marginal Profit‏ هو مشتقة دالّة الربح. تذكر أن القياس الهامشي يعبّر 
عن التفیر الذي “ضيبي القیاس الكلّي ‏ حال ازدیاد الك وحدة واحدة. مثال: الكلفة الهامشية 
عند مستوی Cana‏ من الانتاج, 500 ملا هي ال ر الذي ضيب الكلفة الكلية إذا زاد الانتاج وحدة 
واحدة أي إذا أصبح 501 . 

Basi بجوت‎ P هدد الوحدات عة 0 وسعر الوحدة الواحدة‎ sc. Lob ۸ د المدخول‎ oes 
بدلالة عدد‎ la وهي‎ Variable cost آما الكلفة فتتحدد بأمريّن أيضًا: الكلفة المتغيّرة‎ .۸ = PxQ 
ار هذه الوحدات.‎ n وهی لا‎ Fix cost الوحدات النتجة. والكلفة الثابتة‎ 


إيجاد دالة الربح الهامشي 
تبيع مؤسسة الفارس Ule‏ من الزيتون من نوع واحد. دالة الطلب على هذا النوع من الزيتون هي 
£- 20000 - (0) م 


(تذكرآن السعر يتغير بتغير الطلب على علب الزيتون وفقا لقانون العرض والطلب) حيث يرمز © 
إلى عدد العلب المبيعة ويرمز P‏ إلى ثمن العلبة الواحدة. من ناحية أخرىء دالة الكلفة هی 


C(Q) - 50000 + 30000 
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ماذا aas‏ العدد 000 50 2 2705 الکلفة؟ ماذا یمن العدد 000 23 هذه الدالَّة؟ 


جد alla‏ الریح. 


جد دالة الریح الهامشي. 


الحل 
یم العدد 000 50 .2 As‏ الکلفة ما نتكامه المؤسسية من كلقة تشفیل. آنا يكن عدد العلب 
البيعة. انه الكلفة الثابتة. أما العدد 000 3 فيمدل كلفة شراء علبة واحدة. 
الریح هو ناتج طرح الكلفة من الدخول. دالة الدخول هى 
2 
R(Q)- PxQ - 200000 - 4‏ 
مما يجعل alla‏ الریح: 


S(Q)-— 200000 — 9. — (50000 30000) 


2 
$(Q) - 170000 — > — 50000 


$'(Q)-17000—5 الربح الهامشي هي‎ alla 





ححاول. تبیع مسا الفرات علا من من السماء من نوع واحد. alls‏ الطلب علی هذا النوع من العلب هي 
P(Q)-17000— £‏ 


(تذکر أن السعر يتغير بتغير الطلب وفقا لقانون العرض والطلب) حيث يرمز © إلى sae‏ العلب 
البيعة. ویرمز P‏ إلى ثمن العلبة الواحدة. من ناحية آخری. دالة الکلفة هی: 


C(Q)- 30000 + 00‏ 
DNE. T s‏ ر ? . á‏ 
ماذا يمثل العدد 000 30 2 دالة الكلفة؟ ماذا يمثل العدد 000 8 2 هذه الدالة؟ 
جد ala‏ الریح. 


جد دالا الريع الهامشي. 


Elasticity in Economics المرونة 2 الا قتصاد‎ 





يقال عن سلعة انها مرنة Elastic‏ اذا ازداد الطلب عليها أو قل بشكل ملحوظ نتيجة لانخفاض 
سعرها أو ارتفاعه. يقيس الاقتصاديون مرونة سلعة انطلاقًا من alla‏ الطلب عليها. فإذا كانت 
alla P(Q)‏ الطلب فان الرونة هي png‏ *$ = 6 . ويعتبرون أن السلعة تكون مرنة إذا كان 
[e| <1‏ وغير مرنة 151 كان 1« Je‏ 
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متال € إيجاد مرونة سلعة 


دانّة الطلب على إحدى السلع هي: 0-07 + 50 -(5)0. جد مرونة هذه السلعة عند 4= 0. 
الحل 
8 -50+4-16-50-12- 4-45 +50 -(2)4 . من ناحية آخری. P'(Q)-21-2Q‏ 


و P'(4)21-2x4-21-8--7‏ .ینتج من ذلك 3268 - 38 0 


Py 1 = = 
0 P'(Q) 44) 28 


OE S يق‎ Lau |» I3 و ات‎ 


28 28 





حاول دالّة الطلب على سلعة هي ”20-302+ 2)0(=10 . ما مرونة هذه السلعة عند 0-10 ؟ 





البحث عن القيم القصوی Optimization‏ 


يشكل البحث عن القیم القصوی التطبیق الأساسي والأكثر استعمالاً للاشتقاق. مثال على ذلك. 
تحدید عدد العاملین 2 مؤسسة بحیث تبلغ آریاحها قیمنها القصوی. ol‏ تخفیض عدد اواك 
الموظفين بحیث تنخفض الکلفة الى حدها الادنی. 


من أجل ذلك. يدم حساب التفاضل إلينا قاعدة تَسمَّى قاعدة الشتقة الأولى. 





EPIS ERU 


إذا كان للدالة f (x)‏ قيم قصوى ( كبرى أو صغرى) عند x 2c‏ فان f'(c)‏ غير معرف 
او o‏ 





„É "X e m oai ` : ws‏ 5 م ی 
اذن. للبحث عن قيم × التي يمكن لها ان توفر قيمة فصوى للد الة. ابحث عن قيم × التي تحقق 
.f'(x)20‏ 


© استعمل معطيات المثال 2 لتحديد الكمّية التي تومن للمؤسّسة الحد الأعلى من الربح. ما سعر العلبة 
الذي يحقق الربح الأعلى؟ وكم يساوي هذا الربح؟ 





الحل 
adl‏ الربح 2 المثال 2 هي 
50000 — .€ — 170000 - (5)0 
لتحدید أك التي تومن aia‏ الحد الأعلى من الريع: ايبدأ بحساب LR‏ الشتقّة هي 
17000-4-(5*)0. 
عد cons‏ حل العادلة 20 S" (Q)‏ تحصل علی 
Q - 17000 x5 85000‏ 


اذن. یمن بيع 000 85 علبة من الزيتون الحد الأعلى للربح. 
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سعر علبة الزيتون الذي يؤمن الحد الأعلى من الربح هو 


85 0 
10 





= 20000 - 85 000 = 11500 


أي 500 11 دينار. الحد الاعلی للربح هو 
0 450 722 - 00 — 3509 — 000 5 17 () 5 


- 20000 = £ - 20000 < (0) م 


ola» 722 450 000 أي‎ 





حاول يملك هوشیار شاحنة للنقل البزی. یدفع هوشیار 000 5 دینار 2 الساعة آجرا للسائق. تبلغ كلفة 
d 2‏ 
تشغيل الشاحنة مج دينارا 2 الكيلومتر الواحد. حيث يرمز « إلى سرعة الشاحنة بالكيلومتر 2 
الساعة. بأي سرعة تكون كلفة الشاحنة Jl‏ ما يمكن؟ 





© التواصل 8 الریاښیان 





اشرح العلاقة بين المدخول والكلفة والربح. 
إذا كانت الدالّة 12.40+22+ 0.0507- 0.0250 C(Q)‏ هي دالّة الكلفة لإنتاج 
سلعة معا بدلالة اك النتجة و اکتب Alla‏ 0 )ردق بدلالة ۰9 تمض الكلفة الوسطية 


لانتاج وحدة واحدة. 


als S dus‏ انها رت 











© نماریت موجهة 
جد مشتقة كل دالة. 

f(x) 2 x! + 5x? f(x)2 x? -3x e 
fo)sx? foo: a 
fo-5 ØB fc)-4x B 

(= f(x) بروك‎ 4 1x—4 


تشكل الدانّة *0050- 250 alls R(Q)‏ المدخول (بآلاف الدنانیر) لسلعة Aia‏ حيث 
fs‏ 0 عدد الوتحدات اللبيعة: 


جد R(50)‏ واشرح ما يمه هذا الجواب. 
جد دالة المدخول الهامشي Ry (Q)‏ 
جد المدخول الهامشي عند 50 = ©. ما دلالة هذا الجواب بالنسبة إلى بيع وحدة إضافية؟ 


]4[ جد (8)50-(۳)51 ثم أوضع ما یمه هذا الفرق. 














© نماريه وتطبيقان 
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4 


جد مشتقة كل دالة. 


14 

1 
6 

17 


1 


- 
۱ E: ص‎ | 


19 


fG)2x ^ + “برق‎ -x416 
f(x) - Qx^ 43x—7Y4x—6) 
fG)- (4x-1) 

Tose 
(2-4۵ +7 

f (x) 2In(0.1x) 


تشكل aiio P(Q)—160—0.1Q alla‏ الطلب ( بآلاف الدنانیر) لسلعة Ačas‏ حيث مش 0 
sae‏ الوحدات. و2 سعر الوحدة الواحدة. 

جد دالّة المدخول لبيع © وحدة. ما المدخول الناتج عن بيع 500 وحدة؟ 

جد المدخول الهامشي لبيع 500 وحدة وأعط تفسيرًا له. 

آیهما یمن مدخولاً Us!‏ أكبر: بيع وحدة إضافية عند مستوى البيع 500 أم عند 





تشكل الدانّة 207+ 300+60 -(0)0 all»‏ الكلفة (بآلاف الدنانیر) لسلعة Ana‏ حيث 
یمثل © عدد الوحدات المنتجة. 


جد الكلفة الهامشية عند 8 = © . ما دلالة هذا الجواب بالنسبة إلى انتاج وحدة إضافية؟ 
جد C(8)‏ -(6)9 . ما الکلفة الحقيقية لانتاج الوحدة التاسعق٩‏ 

aiio R(Q) — 460 all dl Kus‏ الدخول ca)‏ الدنانیر) لسلعة Aia‏ حیث یمثل Q‏ عدد 
الوحدات المبيعة وتشکل الدانّة 107+ 300+ 100 — 3l» C(Q)‏ الكلفة. 

جد alla‏ الربح ()0. 

جد (2)100. 

جد Alla‏ الربح الهامشي. 


اد حك الربح الهامشي عند 0= .Q‏ ما دلالة هذا الجواب بالنسبة إلى انتاج وحدة 
Sa Lal‏ 


جد P(101) — P(100)‏ . ثم آوضح ما يمه هذا الفرق. 
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تشكل الدالّة 0 R(x)=‏ حيث 0< × . دالّة المدخول الأسبوعيء بمليارات الدنانير, 


لفيلم سينمائي بدلالة oc‏ عدد الأسابيع التي مضت على عرضه. 
جد القيم التي تجعل المدخول الهامشي صفرًا. 
بط أي أسبوع بلغت إيرادات عرض الفيلم حدّها الأعلى؟ 
دانّة المدخول لسلعة هي 0.0107- 240 2 R(Q)‏ حيث ies‏ © عدد الوحدات المبيعة. جد 


dla‏ المدخول الهامشي. ما قيمة المدخول الهامشي عندما يكون مستوى المبيع 100 وحدة؟ 
ما هوالمعنى الاقتصادي لهذه القيمة؟ 


تشكل Mi mE > 2x42‏ 
مرخ سلعة ينة. جد الدخول الها ي عندما يكون مستوى المبيع 149 وحدة. 





يتوقف نجاح فيلم جيد صنع بميزانية صغيرة على الدعاية الشفوية. إذا كانت الدالّة 
و meda AG)-‏ المشاهدين لهذا الفيلم بعد اسا جد التغير 2 عدد 
j 0 Z , 5 x+‏ 
المشاهدين الناتج من عرضه اسیوعا اضافیا يعد 10 اسابیع من بدء العرض. ثم يعد 20 


أسبوعًا. اشرح النتائج التي توصّلت إليها. 





9 نظرة إلى الوراء 


بين الرسم القابل نمطا هندسیا. 
جد عدد النقاط 2 کل من الأشكال الثلاثة 
التالية 2 هذا النمط. IN.‏ 


[es]‏ إذا كان aae a,‏ النقاط ب2 الشكل ذي الرتبة ‏ ك 
هذا النمطء اكتب حدود المتتالية من 7-1 إلى 210 A‏ 








هل تستطيع تصنيف هذه المتتالية5 برّر جوابك. 
| د | كم نقطة 2 الشكل ذي الرتبة ٩100‏ 





JUS‏ امام 





























sl" 3 w 

| 49 f(x)=-4x +2×+3 الشكل المقابل بيان الدالة‎ o EX 

والمنطقة التي تقع بين المحور y‏ والمستقيم 5 < x‏ . فوق اكاك در 

۱ dani حت مان اند قوف تحن سا‎ osi 
— و‎ au d ساح هدو اا عة‎ 

اقسم المنطقة إلى 5 مستطيلات قاعدة الواحد منها i‏ 


تساوي 1. ما عدد المستطيلات؟ 
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Ab 
MU 





اب | جد طول كل مستطيل عن طريق حساب قيمة الدالّة عند قيمة × التي تقم 3 منتصف 
قاعدته. أكمل الجدول. 





اج | يشكل مجموع مساحات هذه المستطيلات قيمة تقريبية لمساحة المنطقة الملونة. ما هي 
هذه القيمة؟ 





CL 
سل‎ 











GRADE12-CHAP-5-Adabi (2)-13 2/12/15 1:24 PM Page 3 © 


التكامل 


Integral 





` يُمكن لمُخطّطي المباريات 
الرياضية استعمال 


لتحديد aae‏ المباريات 2 
كل دور. 





Jf )(<0 حیث ۸ عدد ثابت. فان‎ f(x) - ۸ كان‎ Isle 
fo) nx ! ثابت. فان‎ sae ۸۶0 حيث‎ f(x) x" إذا کان‎ © 


F'(X) =ke فان‎ ieu حیت] عدد‎ f(x) e" إذا کان‎ e 





J'o)-£ حیت ۸ عدد ثابت. فان‎ f(x) e Inkx كان‎ ! 3l e 


هل تساءلت یوم إن كان لعملية الاشتقاق عملية عكسية أي إذا كان لديك دالّة f(x)‏ فهل تستطيع 
إيجاد F(x) Ñl‏ بحيث تكون f (x)‏ مشنقتها أي F'(x)- f GO‏ ؟ 

يمكنك التفكير 2 الأمر محاولاً القيام بالعمليات العكسية التي تؤدّي إلى المشتقة. 

فلكي تجد مشتقة الدالة cf (x) o x"‏ تطرح 1 من الأس n‏ وتضرب الدالة 2 الاأس القديم فتحصل 
على f(x) o nx"‏ لو حاولت القيام بالعمليات العكسية التي أدت إلى المشتقةء لكان عليك زيادة 1 
إلى الأس. وقسمة الدالّة على الأس الجديد. 

وهكذا: 





. F(x)- k ثابت. فان‎ sae ۸ حيث‎ f(x)=0 ادا كان‎ e 
. F(x)2 x" حيث 77۶0 عدد ثابت. فان‎ fG)o2 nx" ots Isle 
.F(x) 2 e" فان‎ «cab حیث ۸ عدد‎ f(x) - ke? اذا کان‎ o 


اذا کان 1( > فان .F(x)-Inx‏ 


مثل هذه الدانّة F(x)‏ تسمى الداثّة الأصلية للدانّة FOD‏ 


متال © بالنسبة إلى كل دال f)‏ جد داثة FG‏ تحقق FQ) e f)‏ 
je O‏ 47 <() ۶ 
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الحل 


7 1 6+1 | ۶ 
F(x)-l& أي‎ F(x)=z x" 


F(x)- e** |T] F(x)-5lnx 





.F'(x)2 f(x) تحقق‎ F(x) Mita جد‎ f(x)als JS بالنسبة إلى‎  لواح‎ 
fo)ese" ۶ )( << feoex" 1 


ates‏ تست عن مه دا کات تعن دا ess‏ كجوابي: لكن الامر میات alor‏ البح عن 
الدانّة الأصلية: فلو كانت 3:2 -(2)/ مثلاء لكانت الدالة x?‏ -(*)” دالّة أصلية لها وكذلك الأمر 
بالنسبة إلى الدالة C‏ + 3,ر-()0 ۰ حيث © عدد حقيقى لأن: 


/ 


GG)- (3c) -(33) +(C) 2320-32 = f) 


التكامل غير المحدد Indefinite Integral‏ 





He ماما اسان رس‎ tasas coelis os aE عبابة‎ ot 
f) إلى أي دالّة أصلية للد ال‎ ] fode للدلالة على الأمر. هذا الرمز هو ] بحيث ترمز الكتابة‎ 
يكون‎ f (x) أصلية للدالّة‎ al F(x) كانت‎ Gala 

| fGOdx- F(x)4 C 


2 dh of 





التکامل غیر كه 
ای را Vest‏ 
fax‏ | 


هوأى UTR‏ ا الدالة. 





cala‏ أن للاشتقاق قواعد. ینتج من ذلك؛ ومن أن التكامل عملية عکسية للاشتقاق. قواعد 
للتكامل. 


سن الجدول عد ذا من ae oS‏ الان وك اعد التقامل التاكجة متها 
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Ab 
MU 





fwe" dx= ع‎ qae (2) = d 


JG ۲-1 «(+ C E it 
u(x) u(x) 


[kf(x)dx=k] f(x)dx (K) =K) 
[Cf GO--gGo)dx- | ]هه‎ gGodx | (fg) =g (0) 


8 © جد کل عامل غير محئد 
[dx [6x —2x^)dx [Ax dx‏ اد fe ^ dx‏ 


EET 








here‏ میت 
٩ 5 1‏ ريو ا A‏ 
اب| -2x)el5xdx-]2x dx=x - 2 ix +0, -37 ٩+‏ 37| 


3 — l = ٠ 
| 4-3] dx 3Inx4C [Z] 
-C3- و‎  dqns:w62395. 172» 

fe © dx 2) 2e “dx >) 2xye  dx=-5e +C | اد‎ 





حاول جد کل تکامل غير محدد. 
dx ۱۳9 +7x°)dx [3x dx‏ | اد fe" dx‏ 


تذكر Lebe Lust‏ الاقتضاد هى مات قاذ ا a sacos ssa‏ كا كلق 
Aa gll‏ لانتاح سلعة مثلاٌ. تستطیم أن تجد .ذا له الكلفة لانتاج هذه الساعة. 


ال © ایجاد als‏ الكلفة 


دانّة الكلفة الهامشية لانتاج سلعة هي 209+36- C,(Q)-3Q^‏ 
جد دالّة الكلفة لانتاج هذه السلعة. 


الحل 
دانّة الكلفة لإنتاج هذه السلعة هي دالّة أصلية ATI‏ الكلفة الهامشية. 
0602ل | C(Q)=‏ 
760+ 209- 30°( | = 
dO- [200dQ + 09‏ 30[ = 
+K‏ 360+ 0-1007 - 
k‏ هو ثابت التكامل. ai‏ يساوي قيمة الكلفة عند 0-0 . أي إنه الكلفة الثابتة للإنتاج. 
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حاول دالة الكلفة الهامشية لانتاج سلعة هی: 
C, (Q)- 30^ -69+5‏ 
جد دالة الكلفة لإنتاج هذه السلعة. Dele‏ بآن الكلفة الثابتة للإنتاج هي 10. 


Definite Integral 50 التکامل‎ 





تفیل او بقل الوا ات ام غير الد اعسات فنا EUM e PM‏ 





التكامل المحدّد 
ESSI‏ اند ال و طسو 
f feo [Fo9], = ۳-۵‏ 


حیت ترمز (6 الی alls‏ صلية للد ال fO‏ . 





لاحظ أن اختیار alla‏ الأأصلية f(x) AT F(x)‏ ل تر قيمة التکامل الحدّد. فاذا کانت 
ajla GG) e ۳)(+ C‏ أصلية أخرى للدانّة fo)‏ فان؛ 


G(b)-G(a)=(F(b)+C)-(F(a)+C)=F(b)+C-F(a)-C=F(b)-F(a) 


imas 9 EEE 
جد كل تكامل محدد.‎ 
fo2e*dx [3] foG2 - 3x--4)dx [€] تور‎ - 3+ dx ji 2xdx 
الحل‎ 


3 s 
f 2xdx-[x?], 252 12 -25-1-24 
foc -3x+4)dx=| Li? هب یت‎ 
9 3 2 0 


=| 133-332 «4x3 |-| 109-30? «4x0 | 
3 2 3 2 


-9- 7+2 
9-3 

2 
_ 15 


2 


3dx-[3InJ, -3[Inx]; = 3002-10 1(-3002-0(-2‏ رز 


=2(e1-e°)=2(e-1) [5]‏ و[ ]2۳4۲-22 و[ 
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j (3x? +5x-4)dx fo 3x? dx 
j;-3e dx اد‎ ji 2 dx 


یبرهن العاملون 2 حقل الرياضيات الآتي: إذا كان 
f(x)20‏ أيا تكن قيمة ‏ بين a‏ و b‏ فان التكامل 
المحدّد ۵( ۳ يساوي مساحة المنطقة التي يحدها 
من الأسفل الحور x‏ ومن الأعلى بیان الدالة fx)‏ 
ومن اليمين والیسار الستقیمان x-a‏ و 0<ع . 








تتغيّر بعض التفیرات الاقتصادية. کالدخول, axo‏ 
الزمن. افرض أن مدخول موسسة يتحدّد بمعدّل ثابت 
دوه ال E‏ دقار اة كك أن كنب وال 
المدخول الهامشي ÚIS‏ بدلالة الزمن (بالسنوات) 
كما يلي: R „(t)=1000‏ 


بيان هذه الدالّة مستقيم أفقي. 

ما مجموع المداخيل بين السنة t=0‏ و 9/27 إنه 
7 مليون دینار. یمکن تمثیل هذا الجموع با لنطقة 
الملونة ب4 الرسم البياني القابل. 
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كما نیگن A e a a‏ 0-1000 ب 


jv 1000 ar = [10007], - 1007‏ 
قد لا يكون معدّل المدخول ثابتاء وقد یتفیر مع الزمن. مما يودي إلى all‏ للمدخول الهامشي 


مختلفة عن الدالّة الثابتة. غير أن مجموع المداخيل بين فترتيّن t=a‏ و ۸-8 من الزمن يبقي 
التكامل الحدّد بين © و ظ لدالة الدخول الهامشی. 


آمال © تم الدالّة 16200-20-(8,)0 دالّة المدخول الهامشي لمؤسّسة. جد مدخول المؤسّسة الناتج 
من بيع 1200 وحدة. 
الحل 
المدخول الناتج من بيع 10 وحدة هو 


jm R, (Q)dx 


TTEA‏ الام الجر در 


1200 


1, )۵(4۵ = Jo 


-[162000-Q? |" 


j^ (16200 — 20) dx 


= 18000 000 





حاون دالّة الكلفة الهامشية لمؤسّسة هي .16012 ?30 -(0,,))0 : جد كلفة إنتاج 600 وحدة. 








© التواصل 8 Que‏ 
فسر العلاقة بين الاشتقاق والتكامل. 
وضّح الفرق بين التكامل المحدّد والتكامل غير الحدد. 


ماذا (as‏ التکامل الحدّد 705 | هتد اة 





© ماریه موجهه 
جد کل تکامل غير محدد. 
(3x? -2x)dx j 4x dx: ۵‏ | 
je?*dx a B‏ 
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جد كل تكامل محدد. 
3 
EJ jı 4d: E‏ 4[ 


جد دالّة الربح لمؤسّسة Gle‏ بأن a‏ المدخول الهامشي هي 22-20 -(8,,)0 ود ال 
الكلفة الهامشية هي 207-60+6 -(0) Cp‏ وأن لا كلفة ثابتة للإنتاج. 
OU e» ©‏ 
جد كل تكامل غير محدّد. 
f(x +x)ax‏ 
—1)as‏ “)| حيث a#0‏ 
ar‏ 4+ 6 


بول ای | حيث a*k‏ 





جد كل تكامل محدد. 
J: —2 x? dx‏ 
(2x+e Jax‏ و s‏ 





دانّة الكلفة الهامشية هي 84 + CM (Q) - 307 —28Q‏ . جد alla‏ الكلفة Úle‏ 
ob‏ الكلفة الثابتة هی 92. 

دالة المدخول الهامشي هي 120-8)0- CM (Q)‏ . جد دالة المدخول 
(لاحظ أن المدخول يساوي 0 عند 0= (Q‏ 


دانّة الادّخار الهامشي لعائلة هي 1 + f(R)-0.5‏ حیث يمثل ۸ المدخول. 
جد دالة الاذخار لهذه العائلة Gle F(R)‏ بآن الاذخار يساوي 20 عندما يساوي 
المدخول 100. 


دالّة المدخول الهامشي لمؤسّسة هي 84-40 = RM (Q)‏ . جد دالة المدخول لهذه 
المؤسّسة, ale‏ بأن مدخولها يساوي 0 عند 0 - 0 . 


"UR‏ الاستهلاك الهامشي لعائلة هي 2 + 20.5 (1)/. حيث R Éo‏ المدخول. 
جد alla‏ الاستهلاك لهذه العائلة Úle ۰ FCR)‏ بأن الاستهلاك يساوي 25 عندما 
يساوي امدخول 25. 


alla‏ الدخول الهامشي هي 34-30 - (Q)‏ پر ودالّة الكلفة الهامشية 
هي 100+26- C, )0(- Q^‏ . وأن لا كلفة ثابتة للإنتاج. 
جد دالّة الربح لهذه المؤسّسة. 
اب | ما الكمّية © التي تؤمّن للمؤسّسة أعلى مستوى ممكن من الربح؟ 
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الداثة الهامشية لإنتاج أحد المصانع هي ۸۳ <(2)۶ . جد الكمّية التي أنتجها هذا الصنم 
بين الفترة 0= 1. والفترة 1= ۲ , ثم بين الفترة 1-1 والفترة 2 > . ما نسبة الزيادة 
2 الانتاج 2 الفترة الثانية نسبة إلى الفترة الأولى؟ 


9 نظرة إلى الوراء 
alla‏ المدخول لمؤسّسة هي 14000-607-(8)0 ودالّة الكلفة C(Q) -1500-- 80Q‏ . 
جد الكمية © التي تون للمؤسّسة أعلى ربح ممكن. 
بقيت دالّة المدخول للمؤسّسة على حالها أي 1400-607-(8)0 وتفیّرت afla‏ الكلفة 
لتصبح هي 800+ 3000 - -C(Q)‏ 
جد الكمّية © التي تؤمّن للمؤسسة أعلى ربح ممكن. 


اب | هل اختلف جوابك عن جواب التمرين 25 5 وضّح ذلك. 





$ "m 
نظيرة إلى الاهاع‎ - 
أن الكمّية التي تؤمن لمؤسّسة أعلى ربح ممكن هي الكمّية التي يتساوى فيها المدخول‎ oa 

الهامشي مع الكلفة الهامشية. 











الدرس 2-5 107 











